Mathematik

Geometrie
Trigonometrie
Vektorgeometrie

Lucerne University of
Applied Sciences and Arts

HOCHSCHULE
LUZERN

Engineering & Architecture

Copyright 2004 by Randy Glasbergen.
www.glasbergen.com

=7
GLASBERGEN——-

“IF | PO MY HOMEWORK, I'L GET GOOP GRAPES.

IF | GET GOOP GRAPES, YOU'LL SENP ME TO COLLEGE,
IF 1 GO TO COLLEGE, I.L. GRAPUATE ANP GET A JOB.
IF I GET A JOB, | MIGHT GET FIREPL. IF | GET FIRED,

I COULP GO BANKRUPT ANDP LOSE EVERY THING.
THAT'S WHY | PIPN'T 0O MY HOMEWORKY

Diese Zusammenfassung basiert mitunter auf den Skripts von Josef Schuler, ZS HSLU T&A.

© Felix Rohrer www.ximit.ch 2011-11-11



Geometrie, Trigonometrie & Vektorgeometrie Mathematik

Inhaltsverzeichnis
O o - 1o 1T o =1 o o SRR 4
O RV VT o 1] I UUPPOt 4
O O S VAV 4101 =1 I I C =T = o 1= o SRR 4
00 A I T 1= of SRR 5
1.2.1. WINKEI @M DIEIECK ... i eeeieeeeiee ettt e e e e e st e e e e e s et ae e e e e e e s eessnnssareneeeeeeesannes 5
O Y o 1= A 1= | LT T =T ol = SRR 5
1.2.3.  Besondere Lini€n imM DrEIECK .....cciceueiiieiee ettt e et e e e e s e eaee e e e e e s e e s snneeaeeeeeeeeennnnes 6
1.2.4.  ANNIICHKEIT VON DIEIECKE .....vvviveeeetieteeeeeetee ettt ettt ae st be st e ebestesaeneebesrenens 7
1.2.5.  KONGruenz VON DrEiECKEN ....oeiii ittt e e e e s e e e e e e e e s snneeaeeeeeeeeesnnnnes 8
00 2 S T T o 1= =T Yol o 1 SRR 8
O R o - o1 [T 0 1Y 1 U SURRS 9
2 S T Y v o (=L o o1V - =0 - LSRR 10
1.2.9.  Kathetensatz des EUKId.........ceuiiiieiiiiiieiee e e e e s e s e e e e e e e 11
1.2.10. HOhensatz des EUKIIA..........uuieeiiriieeeeee e e e e e e e e e s e e eneanaeeeaeeeeas 11
0 2 R o - Tl o 1= o Y=Y e [T =T o o SRR 11
1.2.12. Spezielle Dreiecke (30°-60° / 45°-45°%) ....ccciueeeieeeeireeeeteeeeteeecteeesteeeetaeesetaeesreeesreeesreeeeanes 11
1.2.13. Dreiecke im UDerbliCK.....coiiiiieeiieieeiceeeeeceeteete ettt ettt st eae e ent et e saeseeene e 12
(O T VAT Yol A=Y (=1l (TR 13
1.3.1.  Winkel am Viereck (Dzw. VIEIECK) ......cuiivuriiiiieiiie ettt 13
1 R I - [ o] 2 P O P O PP PP PP PP P PP UPPPPPPPPPPPPPPN 13
1.3.3.  Parallelogramm (RROMDBOIA) ....oeeiiiiiiiiiiiiee e e 14
1.3.4.  RAULE (RNOMDUS) ..eviiiieiiiie ettt ettt e e et e e e s saba e e e e sanaeeeesnaneeaan 14
0 T8 T 2 U= ol o} Yol U 14
S T S TR O [V - [« [ - | TR 14
0 TR A B T Tl =T o VA =T <ol TR 15
S T8 Y Y o 1T AV T =Tl PR 15
1.3.9.  TANGENTENVIEIECK ..veeiiiiiieei ettt ettt e et e e e s ate e e s et ee e e s baeeeessabaeeeeennaeeeennnseeeean 15
1.3.10. REEEIMESSIZE VIEIECKE ....uuurreeeeiie ettt e e e e et r e e e e e e e e ntraaeaeeeeeeas 15
1.3.11. Vierecke im UDEIBICK ......ccveeieeeeeeeeteeeee ettt ettt ettt et te e nseneerennens 16
Lo, K OIS ittt 18
O O B 1Y = To [= o =Y .o TN T SR 18
O N A VAV F 101 =T T o T =] USSP 18
R T = RN T T Lo Y=Y o] [Tl 19
BB =T ¢ <ToT 0 o [<] o o 1= TP PP PP PPPPPPPPPPPPPRPPPRE 20
2.1. Korper mit ebenen BegrenzungsflaCheNn ........ceeeviiiiiiiiiiiiiii e 20
2.1.1. Prismen (Wirfel, Quader, drei- & sechsseitiges Prisma) .......cccceccvveeeeeiiieeececiieee e 20
2.1.2. Pyramiden (quadratische Pyramide, Tetra@der) .......ccoeeeieiiiiiieciiiee e e 21
2.1.3. Pyramidenstiimpfe (quadratischer- & dreiseitiger Pyramidenstumpf) ........cccccceeecvveeennnen. 21
2.2. Korper mit gekriimmten Begrenzungsflachen...........c.ovviiiiiiii oo 22
D A 11 o [T oS PERR 22
D B =Y -1 KPR 22
2.2.3.  KUBEI UNA KUGEIEIIE oot e e e e e e e e e e e naraaeeeaaaeeas 23
N I ¢ T={o ] o Vo] o 1= o o ISRt 24
T D €] - To [ F= Y = o Y=Y o T g = 11U 24
3.2. Trigonometrische Funktionen am rechtwinkligen Dreieck.........ccccouveveeiiiicciiiiieee e, 25
3.2.1. Grundlagen zur Definition des Sinus, Kosinus und Tangens am rechtwinkligen Dreieck .....25
R N 1 0 [V E (o 1Y =] = | FY TR 26
I TR (o 1Y 1 01U FY =1 = | F TR 26
3.2 4.  TaNGENS, KOTANGENS ...coviiiiiiiiei ittt e e e ettt e s e s e e et e etaabs s s s e e eeeaaeabaneseeeasenessans 27
1 © Felix Rohrer



Mathematik Geometrie, Trigonometrie & Vektorgeometrie

3.2.5. Sinus- Kosinus- und Tangensfunktion am rechtwinkligen DreiecK........ccccccovvvvieiiniieerennnnen. 27
3.2.6. Steigung, Steigungsdreieck, SteiguNGSWINKel.........ccoovuiiiiiiiiiiiiiiiee e 28
3.2.7. Beziehungen unter den Winkelfunktionen ..........cccceviiiiiiniiiiiiiniiie e 28
3.3. Trigonometrische Funktionen am schiefwinkligen DreiecK........cccceevviveeiiniiieee v, 29
I T Y 1 [ U Y | 2 PPN 29
3.3.2. KOSINUSSATZ i 30
TG TR TR - Tl o T=1 o 1 2P 31
3.3.4. Berechnung am Kreissektor (auch Kreisausschnitt) .........ccccoveeeviieiiiiieiieecie e 31
3.3.5. Kreissegment (auch KreisabsChnitt) .........cccccueieiiiiiiiiiiciiie e 31
3.4. Trigonometrische Funktionen am EiNheitSKreis .......ccveviiviiieiiiniiiii e 32
3.4.1.  Sinus- UNd KOSINUSTUNKEION ..ooueiiiiiiiiiic et e s s 32
3.4.2.  TanNgENSTUNKLION co.uiiiiee i e s e e e s e e e e et a e e e e s abeeeeenaneees 32
3.4.3. Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen (Phytagoras am Einheitskreis)..................... 33
3.4.4. Vorzeichen der Trigonometrischen FUNKEIONEN .......cccuviiiiiiiiiiiiiec e 34
3.4.5. Symmetrieeigenschaften am EiNh@itSKreis .........cceeeeiiieeiiiiiiie e 35
3.4.6.  RedUKLIONSTOIMEIN ...oiiiieeiiieeccee et e e et e e e e rrr e e e e e arae e e e eanens 35
3.4.7. Grafische Darstellung der Winkelfunktionen ..........ccccuveeiiiiiiii i 36
3.4.8. Zusammenfassung der Eigenschaften der Graphen.........cccccveveeiiiii e, 39
3.5. Ubersicht Trigo rechtwinklige/allg. Dreieck, Sinussatz, KOSINUSSAtZ .........cccvevveevereereeveneereieennen, 40
3.5.1.  ReChtWinKIiges DIrei€CK ... ..uuuiiiiiiie e e e e e e e eeeeeeeas 40
3.5.2.  AllZEMEINES DIEIECK coviiieeeee e e e e e e e e s e e et e e e e e e e e s e nnrrereneeaeeeas 40
3.6. Transformation der Sinusfunktion, die allgemeine Sinusfunktion ...........cccccoieiiiiiieeccee e, 41
3.6.1. Die allgemeine SinUSTUNKLION ......ccooiiiiiiiiee e e e 41
3.6.2. Parameter a: Strecken / Stauchen auf y-Achse (Amplitude): y = a - sin(x); a € R\{0} .......... 41
3.6.3. Parameter b: Strecken / Stauchen auf x-Achse: y =sin(b*x); b E R* ...ccovriiiieiriieecieeeee, 42
3.6.4. Parameter u: Schieben in x-Richtung: y =sin(Xx + U); U E R....ooeviiiiiiiriiiiieeeeee e 43
3.6.5. Parameter v: Schieben in y-Richtung: y =sin(X) + V; VE R ...coooiiiiiiiieiee e 44
3.6.6.  Sinusfunktion: y =a - SiN(b : (X + U)) F Veeerriiiiieiee e e 45
3.7.  Graphen der ArkUSTUNKLION ......ooiiiiiiieice e s e e e e e s e 47
4 € T ] o] o =1 = 48
o I G U [ g Lo I = 7= -1 o S EUPR 48
N B o Lo 11T g 1 o [=To T o =] 3 o T= 1 SEPRR 48
4.3.  Winkelfunktionen des doppelten WiINKeIS.........ccuvveeieiiiiiciiiiieeeeee et e e e 48
4.4. Winkelfunktionen des dreifachen WINKelS...........ooeiviiiiiiciiie e 49
4.5.  Winkelfunktionen des halben WINKEIS .........coooiiieiiiiie e e 49
4.6. Summen und Differenzen der Funktionen zweier Winkel..........ccccceveviiiiiiieciiee e 49
4.7, HerleitUNE: SIN(B0) ceeeiiiiiiiiciiiieeeee ettt e sttt e e e e e s et raeeeeeeeeesesssarsareeeeeesessassssrenseeeesssnnnnes 50
4.8. GONIOMELIISCNE GIEICHUNGEN ..cocci ittt e e e e e et re e e e e e e e sessstaraeeeeeeeeesnnnnns 51
4.8.1. Grundlagen, ReduktionSTOrmMElN .........cooi i e e e e e eanes 51
4.8.2. Schritte zum Auflosen goniometrischen GleichUNgeN ........ceviiiiiiiciiiieiee e, 51
4.8.3.  Verschiedene AUTZabeN ...t e e e e e e e st e aee e e e e e e eennnns 51
T Y A=Y G o] ¢ =d=To T o 1] o o [P PT 53
LT R C1 W] To [ 1] T a1 o o TSRS 53
o3 R €1 gV o To [ =Tol o T=T - [ =1 o [ RSP 54
5.2.1.  Addition VON VEKEOIEN......euiieieiiiee ettt et e e e st e e e e nta e e e e e nnaneaeeenneees 54
5.2.2.  Subtraktion VON VEKLOIrEN ...ccc..eeiiiecee ettt e e e e e e e 54
5.2.3.  Multiplikation mMit @iNer Zahl.........coooiiiiiiiiieeeceee e e e e eeabrrre e e e e e e 55
5.2.4. Beweise mit der Vektorrechnung durchflhren.......ccccceeeevceiivveeiei e 56
I T 1= ¢ o] (e Yo [V ] PP PPTRRRRRPRP 58
R YT o oY o o [ ]« TP PR RRRRPPP 59

© Felix Rohrer 2



Geometrie, Trigonometrie & Vektorgeometrie Mathematik

LT T o -1 o o] e o [1 1 G APPSR 60
5.6. Vektorrechnung mit Koordinaten in R ettt eenans 61
5.6.1.  EQiNNEIESVEKEOIEN . ueeiiiii ittt e e s s abae e e s e ate e e e e ssbaeeesnaneaes 61
5.6.2.  Komponenten €ines OrtSVEKLON .....cccuuiiiiiiiiiie ittt e e s s 61
5.6.3.  Komponenten des freien VEKEOIS........uii ittt 61
5.6.4. Rechenregeln fir Vektoren (Ortsvektoren und freie Vektoren) ........ccooeeeeecieeieccieenecnnen, 62
5.6.5.  Verschiedene AUfZaben ... i 63
5.7.  GeradengleiChung in R% ... st ese s ees e ee s ees e ses e enseseeneneses 66
5.7.1. Zusammenstellung der verschiedenen Gleichungen und Angaben.........ccccecvvvviiviieeeeinnen. 67
5.7.2. Beispiele ParametergleiChUng . ... 67
5.7.3.  Hesse’sche NOrmalenform ... e e e s s 68
5.7.4.  Schnittpunkt VON 2 GEradeN........ciiiiuiiiiiiiiiee ettt e st e e e s saaeee e saneees 69
5.7.5.  Verschiedene AUfZaben ... e s 70
5.8.  GeradengleiChUung in R2 ...ttt ees e es e en s eeneneees 71
5.8.1.  Schnittpunkt VON 2 GEIradeN....ccccei it e e e e e e e e e e 71
5.8.2. Kirzester Abstand von 2 windschiefen Geraden .......cccceevvueeiiieiniieeniieeieesee e 72
5.9. Ebenengleichungin R ettt ettt ettt ee ettt et e e ettt e et e e e ee et eeer et ene e e ene e eeeneeeees 73
5.9.1. Der Normalenvektor und Koordinatengleichung der Ebene.......cccccooeiiiiieeiieiiccicciieeeeee, 74
5.9.2. Die Hesse’sche Normalenform und der Abstand eines Punktes zur Ebene..............ccc......... 75
T R TR Y o 17 A 1= | L= = o T=T = o SR 76
5.10. Grundaufgaben Geraden sowie Ebenen in R ettt ettt ettt ettt en e ereans 77
LT N3 Yo [=Y VT 0 T=2=Y o WO OO 86
6.1. Anderungen der Version 2011-06-25 zur Version 2011-11-11......cccccevvvivrevverveeeeeereseeeeeeeeenenes 86

3 © Felix Rohrer



Mathematik

Geometrie, Trigonometrie & Vektorgeometrie

1. Planimetrie
1.1. Winkel

Zwei Strahlen p und g mit gemeinsamen Anfangspunkt S bilden
Winkel der Grdsse a bzw. 3.

Der Punkt S nennt man Scheitelpunkt,
die Strahlen p, q Schenkel des Winkels.

-

Nullwinkel spitzer Winkel rechter Winkel stumpfer Winkel
a=0° 0°<a<90° a=90° 90°< x < 180°
gestreckter Winkel liberstumpfer Winkel Vollwinkel
o =180° 180° < a < 360° o =360°

1.1.1. Winkel an Geraden

Zwei Geraden g und h, die sich schneiden, bilden vier Winkel miteinander.

Nebenwinkel

Scheitelwinkel

Nebenwinkel er-
gdnzen sich zu

Scheitelwinkel sind

180°. gleich gross. .
=4
Stufenwinkel Wechselwinkel
Stufenwinkel an Wechselwinkel an N
geschnittenen geschnittenen Pa-
Parallelen sind rallelen sind gleich . glln
gleich gross. gross.
y=38
h h
o = oy o =Y2 8, /7,
B1=B: B =18
£ g,
Y1 =Y2 Y1 = &3
8, =8; 8, =82
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1.2. Dreieck
1.2.1. Winkel am Dreieck

Innenwinkelsatz

Die Summe der Innenwinkel
eines Dreiecks betragt 180°.

o+ pB+y=180°

AuBenwinkel

Innenwinkel ~_

A

Aussenwinkelsatz

Die Summe der Aussenwinkel
eines Dreiecks betragt 360°.

o + B +vy =360°

nannt.

Ein Aussenwinkel ist so gross wie die a=p+y
Summe der beiden nicht anliegenden B'=a+y
Innenwinkel. Y =a+B
1.2.2. Spezielle Dreiecke
Gleichschenkliges Dreieck
]
a=p A
. . o . Yy = 180° - 2a
Im gleichschenkligen Dreieck sind zwei b a
Seiten gleich lang und . 2
die beiden Basiswinkel gleich gross. A= 2 aZz — "
C
A= 2 hc A B
c
Rechtwinkliges Dreieck
Dreiecke mit einem rechten Winkel
(90°) heissen a+p=90°
htwinklige Dreiecke.
rechtwinklige Dreiecke y = 90°
Die langste Seite c im rechtwinkligen
Dreieck heiRt Hypotenuse die beiden A a'b
anderen (a, b) werden Katheten ge- )

Gleichseitiges Dreieck

Im gleichseitigen Dreieck sind
alle drei Seiten gleich lang und
alle drei Winkel gleich gross. (60°)

C
m
A La B
c

C
//\
A(] BB

c
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1.2.3. Besondere Linien im Dreieck
Hoéhenschnittpunkt

Die Hohen erhalt man, indem man von den Ecken aus
die Lote auf die gegenliberliegenden Seiten fallt.

Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkt, dem Hohenschnittpunkt M.

Seitenhalbierende

Verbindet man eine Ecke mit dem Mittelpunkt der gegeniber lie-
genden Seite, erhalt man eine Seitenhalbierende.

E
D
Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich 5
in einem Punkt, dem Schwerpunkt S. ¥
Dieser teilt die Seitenhalbierenden im Verhltnis 2:1 A F

Mittelsenkrechte / Umkreis

Bildet man in einem Dreieck von jeder Seite den Mittelpunkt und
errichtet darauf ein Senkrechte, so erhdlt man die Mittelsenkrech-
ten des Dreiecks.

Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt
M. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des Umkreises
(des Kreises, auf dem die Eckpunkte des Dreiecks liegen).

Winkelhalbierende / Inkreis

Unter den Winkelhalbierenden versteht man diejenigen Geraden,
welche die Innenwinkel des Dreiecks halbieren.

Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkt, dem Mittelpunkt des Inkreises.

Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden ist der Schwerpunkt des Dreiecks.

Der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten ist der Mittelpunkt des Umkreises.

Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden ist der Mittelpunkt des Inkreises.

© Felix Rohrer 6
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1.2.4. Ahnlichkeit von Dreiecke

Zwei Figuren F und F* heissen dhnlich, wenn sie massstabliche Vergrosserungen bzw.
Verkleinerungen voneinander sind.

Man schreibt: F ~ F*

k = Ahnlichkeitsfaktor, k € R, k >0

Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke

Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie z.B.: _
in den Grossen zweier gleich liegen- =p \
der Winkel Gibereinstimmen. .y ‘
Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn z.B.
die Langenverhaltnisse zweier ent- b:b =k
sprechender Seiten und die Grosse
des eingeschlossenen Winkels tiber- c:c'=Kk
einstimmen. o: o A
z.B.:

Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie a:a' =k
in den Langenverhaltnisse aller drei
Seiten Gbereinstimmen. b:b' =k

c:c’'=Kk

z.B.
Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie ,
in den Langenverhéltnisse zweier a:a =k
Seiten und der Grosse des Winkels b:b' =k
Ubereinstimmen, welcher der gros- .
seren Seite gegeniber liegt. Y=Yy
(b>a)

e In dhnlichen Figuren sind entsprechende Winkel gleich gross.

e Alle Strecken der Figur F* sind genau k-mal so lange wie entsprechende Strecken
der Figur F. Entsprechende Strecken stehen also im gleichen Langenverhaltnis

zueinander.

Das gemeinsame Langenverhiltnis k ist der Ahnlichkeitsfaktor.

e Der Flacheninhalt der Figur F* ist genau k*>-mal so gross, wie der der Figur F:

A‘=K*:A

© Felix Rohrer
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1.2.5. Kongruenz von Dreiecken

Zwei ebene Figuren F und F* heissen kongruent (deckungsgleich),
wenn sie die gleiche Form und die gleiche Grésse haben.

Man schreibt: F = F*

Kongruenzsatze fiir Dreiecke

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn
1. siein den Langen aller ihrer Seiten
Ubereinstimmen.

SSS

Seite, Seite, Seite

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn
sie in den Langen zweier Seiten und

2. der Grosse des von diesen Seiten
eingeschlossenen Winkels tberein-
stimmen.

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn
sie in der Lange einer Seite und den
Grossen der beiden anliegenden
Winkel tGbereinstimmen.

wWsw

Winkel, Seite, Winkel

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn
sie in den Langen zweier Seiten und

4. der Grosse des Winkels, welcher der

grosseren Seite gegenilberliegt,
Ubereinstimmen.

SsW

Seite, Seite, Winkel

SWS
Seite, Winkel, Seite

1.2.6. Goldener Schnitt

Natiirliche innere Teilung

Ein Punkt T teilt die Strecke a nach dem
Goldenen Schnitt, wenn sich die kiirze-
re Teilstrecke zur langeren gleich ver-
hélt, wie die langere Teilstrecke zur
ganzen Strecke.

Beim Goldenen Schnitt heisst die lange-
re Teilstrecke x Major.

Die kiirzere Teilstrecke a - x heisst Mi-
nor.

(a—x):x=x:a

a
a
~V5-1 o
X = 2 a //X
x ~ 0.6180a o
A\(/ : B
- - ———— - -
a—x= 3 \/g ‘a X T a-Xx
2 P s -

a—x=0.3820a

© Felix Rohrer
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1.2.7. Strahlensdtze

Gehen von einem Punkt S zwei Strahlen aus und werden diese Strahlen von zwei zueinander parallelen
Geraden geschnitten, entsteht eine Strahlensatzfigur.

1. Strahlensatz (Strahlenabschnitten)

Werden zwei von einem gemeinsamen
Punkt Z ausgehende Strahlen von zwei
parallelen Geraden geschnitten, so ver-

Je zwei Abschnitte auf den Parallelen,
die einander entsprechen, stehen in
gleichem Verhiltnis zueinander.

halten sich die Ldngen der Abschnitte ZA, = ZB,
auf dem einen Strahl wie die Langen ZA B
der entsprechenden Abschnitte auf
dem anderen Strahl.
Erweiterung des 1. Strahlensatzes
Der 1. Strahlensatz gilt nicht nur fir die ZA, = ZB,
Streckenabschnitte, die im Schnittpunkt AA BB
Z beginnen, sondern fiir alle entspre- TAT 7B
chenden Abschnitte auf den Strahlen =

AA’ BB’

h
2. Strahlensatz (Strahlen- und Parallelenabschnitten)
Werden zwei von einem gemeinsamen
Punkt Z ausgehende Strahlen durch AB ZA
zwei parallelen Geraden geschnitten, so AB  ZA
verhalten sich die Langen der von Z
ausgehenden Abschnitte auf den Strah- AB 1B
len wie die Langen der zugehérigen A'B 7B’
Abschnitte auf den Parallelen.
h

3. Strahlensatz (Parallelenabschnitten)
Dieser Strahlensatz setzt im Gegensatz
zu den ersten beiden Strahlensatzen
mindestens drei Strahlen voraus und
kann leicht aus den vorhergehenden AB A'B
hergeleitet werden. BC = BC

© Felix Rohrer
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Erganzung zu den Strahlensatzen

1. Strahlensatz:
ZA ZB

Die Aussagen der Strahlensatze gelten ZA' ZB’'
auch dann, wenn die schneidenden

Parallelen auf verschiedenen Seiten 2. Strahlensatz:

des Ausgangspunktes der Strahlen lie- AB = ZA
gen. A’'B’ ZA
AB 7B
AB’  IB

1.2.8. Satz des Phytagoras

Satz von Phytagoras

Der Satz des Pythagoras stellt einen
einfachen Zusammenhang zwischen
den Seiten eines rechtwinkligen Drei-

ecks her.
c? = a®? + b?
In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das
Quadrat tiber der Hypotenuse gleich
der Summe der Quadrate (iber den

Katheten.

b* [

Satz von Phytagoras (Herleitung)

Das grosse Quadrat mit der Seitenlange c lasst sich in ein kleines
Quadrat mit der Seitenlange (a — b) und in vier rechtwinklige Drei-
ecke mit den Katheten a und b zerlegen.

Der Flacheninhalt des grossen Quadrates lasst sich auf zwei ver-
schiedene Weisen berechnen:

ab
A =c? und A=(a—b)2+4-7

Durch Gleichsetzen und Umformen erhalten wir:

ab
czz(a—b)2+4-7

c? =a® —2ab+Db? + 2ab

c? = a? + b?

a

b a

© Felix Rohrer
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Mathematik

1.2.9. Kathetensatz des Euklid

Kathetensatz

Im rechtwinkligen Dreieck hat das
Quadrat ber einer Kathete den glei-
chen Flacheninhalt wie das Rechteck
aus der Hypotenuse und dem der Ka-
theten anliegen Hypotenusen Ab-
schnitt.

1.2.10.Hohensatz des Euklid

Hohensatz

Im rechtwinkligen Dreieck hat das
Quadrat tiber der Héhe auf die Hypote-
nuse den gleichen Flacheninhalt wie
das Rechteck aus den Hypotenusen
Abschnitten.

x|/

1.2.11.Flachensatz des Heron

Satz des Heron

Fiir den Flacheninhalt A eines Dreiecks mit den Seitenlangen a, b

und c gilt:
A=\/s(s—a)-(s—b)-(s—c)
wobeis = atbtc der halbe Dreiecksumfang ist.

1.2.12.Spezielle Dreiecke (30°-60° / 45°-45°)

30° - 60° - Dreieck

Dieses Dreieck erhalten wir, wenn wir
ein gleichseitiges Dreieck halbieren.

Mit dem Satz von Pythagoras lassen sich
deshalb aus einer Seite alle anderen
Seiten und der Flacheninhalt berech-
nen.

45° - 45° - Dreieck

Dieses rechtwinklig-gleichschenklige
Dreieck erhalten wir, wenn wir ein
Quadrat entlang der Diagonalen halbie-
ren.

Mit dem Satz von Pythagoras lassen sich
deshalb aus einer Seite alle anderen
Seiten und der Flacheninhalt berech-
nen.

11
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1.2.13. Dreiecke im Uberblick

Begriff

Veranschaulichung

Zusammenhinge / Formeln

Hohen
(ha; hy; hc)

Die Hohen schneiden einander im Hohenschnittpunkt H.
h, b

h, a

Seitenhalbierende
(Sa; Shs Sc)

Der Schwerpunkt S teilt jede Seitenhalbierende im Ver-
haltnis 2:1.

1
sazi\/z-(b2+c2)—a2

Winkelhalbierende
(Wo; Wg; Wy)

Die Winkelhalbierenden schneiden einander im Inkreis-
mittelpunkt W.

2
wa—m-\/b-c-s-(s—a)

atb+c _u

2 2

mits =

Mittelsenkrechte
(mg; my; m)

Die Mittelsenkrechten schneiden einander im Umkreis-
mittelpunkt M.

allgemeines (beliebi-

ges)
Dreieck

g-h a-h, a'b-c . .
== T (r = Umkreisradius)
u

A=ys (s—a) (s—b) (s~ 0 (mits=3)

rechtwinkliges Drei-
eck

gleichseitiges Dreieck

u=3-a
o= 60°
a
h=--
> V3
2
a
A=—++V3
2 V3

© Felix Rohrer
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1.3. Viereck / Vielecke

1.3.1. Winkel am Viereck (bzw. Vieleck)

Innenwinkelsatz

Die Summe der Innenwinkel
eines Vierecks betragt 360°.

Verallgemeinerung:
Die Summe der InnenWinkel eines

a+B+y+8=360°

Bsp. Viereck:
(4-2) - 180° =360°

n-Ecks betragt (n-2) - 180° B
1.3.2. Trapez
Trapez
Sind in einem Viereck zwei Seiten paral-
lel, so heisst es Trapez. allc -
C

— o a ||
Die parallelen Seiten sind die Grundli- a+8=180
nien, die nicht parallelen Seiten sind B+y=180°
die Schenkel. M N

M| Hohe

a+c
Verbindet man die Mittelpunkte M und m=- A N 3
N der Schenkel eines Trapezes durch A a ' B
eine Strecke, erhalt man die Mittellinie A=m-h= @
m.
Gleichschenkliges Trapez
Hat ein Trapez gleichlange Schenkel, so _p D 1 C
ist es ein -
gleichschenkliges Trapez. Yy=28
Sind G und F die Mitten der Grundlinien |DF| = |FC| 2 G B
AB und CD, so ist die Gerade FG Sym- |AG| = [GB| A S N, B
metrieachse. ’ ‘

13
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1.3.3. Parallelogramm (Rhomboid)

Parallelogramm (Rhomboid)

Ein Viereck, in dem alle gegeniiberlie-
genden Seiten zueinander Parallel sind,
nennt man Parallelogramm.

Die einer Seite anliegenden Winkel
ergdnzen einander zu 180°.

Gegeniiberliegende Winkel
sind gleich gross.

Die Diagonalen halbieren einander.

allc undb|]|d

a=c und b=d
o+ B =180°
B+y=180°
Y+ 8 =180°
8+ a=180°
a=y
B=298

1.3.4. Raute (Rhombus)

Die Raute (Rhombus)

Ein Parallelogramm, dessen Seiten alle
gleichlang sind, heisst Raute oder auch
Rhombus.

Die einer Seite anliegenden Winkel
ergdnzen einander zu 180°.

Gegeniiberliegende Winkel
sind gleich gross.

Die Diagonalen halbieren einander und
stehen senkrecht aufeinander.

allc undb || d

a=c und b=d
o+ B =180°
B+y=180°
Y+ 8 =180°
8+ a=180°
a=y
B=29

1.3.5. Rechteck

Rechteck

Ein Parallelogramm, in dem alle Winkel
gleich gross sind, ist ein Rechteck.

Alle vier Innenwinkeln sind 90°

Die Diagonalen sind gleich lang und
halbieren sich.

a=B=y=8 =90°

e=f=+a2+b?

u=2(a+bhb)
A=a-b

1.3.6. Quadrat

Quadrat

Ein Quadrat ist ein Parallelogramm mit
vier gleich grossen, also

rechten Winkeln und

vier gleich langen Seiten.

Alle vier Innenwinkeln sind 90°

Die Diagonalen sind gleich lang, stehen
senkrecht aufeinander und halbieren
sich.

a=B=y=8 =90°

e=f=a-/2
u=4a
A=3a’

© Felix Rohrer
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1.3.7. Drachenviereck

Drachenviereck

Hat ein Viereck zwei Paar gleich lange
benachbarte Seiten, heisst es Drachen-
viereck.

Eine Diagonale (f) ist die Symmetrie-
achse.

Die Diagonalen stehen senkrecht aufei-
nander. Die Diagonale, die Symmetrie-
achse ist, halbiert die andere Diagona-
le.

Die von den unterschiedlich langen
Seiten eingeschlossenen Winkel sind
gleich gross.

1.3.8. Sehnenviereck

Sehnenviereck

Ein Viereck, dessen vier Eckpunkte auf
einem Kreis liegen, nennt man Sehnen-
viereck.

Die vier Seiten sind Sehnen

Gegeniiberliegende Winkel ergénzen
sich zu 180°.

a+vy=180°
B+ 8 =180°

1.3.9. Tangentenviereck

Tangentenviereck

Ein Viereck, in das sich ein Kreis zeich-
nen lasst, der alle vier Seiten beriihrt,
nennt man Tangentenviereck.

Die Viereckseiten sind Tangenten

Die Summe gegeniiberliegenden Seiten
sind gleich gross.

a+tc=b+d

1.3.10. Regelmassige Vielecke

Regelmassige Vielecke

Ein Vieleck ist regelmassig, wenn alle
Seiten gleich lang und
alle Innenwinkel gleich gross sind.

Das Lot auf eine Seite des Polygons
durch den Kreismittelpunkt teilt die
Seite in zwei gleich grosse Teile.

360°
o=

n

B=180°—a
_ (n—2)-180°
- n

B

15
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1.3.11. Vierecke im Uberblick

Begriff Veranschaulichung Zusammenhinge / Formeln
Rechteck Die Diagonalen sind gleich lang und halbieren einander.
D 5 C Alle Innenwinkel sind gleich gross (90°).
3 z Gegenlberliegende Seiten sind zueinander parallel und
b b gleichlang.
e
: : e=f=+aZ+b2 u=2-(a+b)
A a B
A=a‘b
Quadrat Die Diagonalen sind zueinander senkrecht, gleich lang
und halbieren einander.
Alle Innenwinkel sind gleich gross (90°).
Alle Seiten sind gleich lang.
e=f=a- \/E u=4-a
2
e
A=a?=—
2
Rhombus Die Diagonalen sind zueinander senkrecht und halbieren
(Raute) einander.
D Alle Seiten sind gleich lang.
Gegenliberliegende Seiten sind zueinander parallel.
e’ =4-a%—f? u=4-a
= ° e-f
o+ =180 A:T:a'ha
A =a? sina
Trapez Mindestens zwei Seiten sind zueinander parallel.

all ¢

m = Mittelparallel (Mittellinie)

m=a+c u=a+b+c+d

2 _ _a+tc
o+ 8=180° A=m-h=——"h
B+y=180°

Parallelogramm
(Rhomboid)

Die Diagonalen halbieren einander.
Gegenliberliegende Winkel sind gleich gross. Gegenilber-
liegende Seiten sind zueinander parallel und gleich lang.

2(a® + b?) = e? + 2 u=2@@+b)
a+ = 180° A=a-h,=a-'b-sina

Drachenviereck

Die Diagonalen sind zueinander senkrecht.
Mindestens zwei gegenliberliegende Winkel sind gleich
gross.
u=2(a+c)
e-f
2

© Felix Rohrer

16




Geometrie, Trigonometrie & Vektorgeometrie Mathematik
Begriff Veranschaulichung Zusammenhange
Sehnenviereck Alle Eckpunkte liegen auf einem Kreis.
Die Summe gegeniberliegender Winkel ist 180°.
a+y=+6 u=a+b+c+d
=180 A=
a-ct+tb-d=e-f Js(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)
(Satz des Ptolemaus)
(mits =u/2)

17
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1.4. Kreis
1.4.1. Geraden am Kreis

Sehnen, Sekanten und Tangenten

Geht eine Verbindungsstrecke zweier
Punkte der Kreislinie nicht durch den

Mittelpunkt, so ist sie eine Sehne. p Passante
T

Eine Gerade, die einen Kreis schneidet, t Tangente
s g Sekante
ist eine Sekante.
Eine Gerade, die einen Kreis in genau r Radius

. . ) d Durchmesser
einem Punkt beriihrt, heisst Tangente.

s Sehne
Tangente und Beriihrungsradius sind
zueinander senkrecht.
1.4.2. Winkel im Kreis
Sehnen, Sekanten und Tangenten
b Kreisbogen
Zwei Radien eines Kreises bilden zwei a Sehnen-
Winkel mit dem Mittelpunkt des Kreises tangentenwinkel
als gemeinsamen Scheitel. Sie heissen B Zentriwinkel
Mittelpunktswinkel oder Zentriwinkel. Y, Peripheriewinkel
Zwei Sehnen, die einen Punkt der Kreis- Y
linie (Peripherie) gemeinsam haben, B=2y
bilden einen Peripheriewinkel. =2«
a=y

Satz des Thales
Ist C ein Punkt des Halbkreises tber
dem Durchmesser d, so ist der Winkel d Durchmesser

AACB ein rechter Winkel.

M

4

Der Zentriwinkel ist doppelt so gross wie der Peripheriewinkel
Uber dem gleichen Bogen.

Alle Peripheriewinkel (iber dem gleichen Bogen sind gleich gross.

Zusammen ergeben ein Peripheriewinkel tiber dem Bogen b und iber dem Ergan-
zungsbogen b’ einen gestreckten Winkel (180°).

Peripheriewinkel (iber einem Halbkreis sind rechte Winkel.

© Felix Rohrer
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1.4.3. Kreise im Uberblick
Begriff Veranschaulichung Zusammenhinge / Formeln
Kreis
r
d = 2 'r dz
3 A=n-r’=mn-—
u=2'rrn=d'm 4
Kreisring
a = Ringbreite
amhTh A=m-(r? —r?)
u=2'n-(r; +ry)
Kreisausschnitt
Kreissektor e o )
il @9 b = Kreisbogen A= 360° " "
/
! b=—=-=-2"wr d?
M 360° A=— .x.&
\ r o 360° 4
% // = n-d b-r
N 7 360° -
\\\‘—"// 2
Kreisabschnitt
Kreissegment a2
V4 — . —_
b b |h=2r sm(4) A a-2-r’ -n s(r—h)
/ = 5 -
| 9\ o 360 2
\ M ro s=2-r sm(—) 2 m-a
\ / 2 =—" ( — sin a)
LN P 2 \180°
35 2 u=b+s

19
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2. Stereometrie

Ay Mantelflache
Ao Oberflache
V  Volumen

A; Grundflache
Ap Deckflache

h, Hohe der Seitenflache

2.1. Korper mit ebenen Begrenzungsflachen
2.1.1. Prismen (Wiirfel, Quader, drei- & sechsseitiges Prisma)

Allgemein gllt V= AG -h AO =2- AG + AM AG = AD
Wiirfel
AG = az
: a e = a.\/§
. . Ay =4-a?
///I__ N a a V = a3
a Ao = 6'32
Quader
] Ag=a'b
{ c e=+a%+b?+c?
. £ Ay=2(a-c+b-c)
. b V=a‘b'C
4 b Ap=2(a-b+a-c+b-c)
regelmassiges dreiseitiges Prisma
a2
Ag=—-vV3
€74
a2
. Ay=3-a‘h V=Z-h-\/§
a a a
Ao —E(a-\/§+6-h)
regelmassiges sechsseitiges Prisma
A _3V3
- ¢= ,
i i n 3a
O Ay=6-a-h V=—"-"hV3
a a a a
a a

Ap=3-a(a-V3+2-h)

© Felix Rohrer
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2.1.2. Pyramiden (quadratische Pyrami

Allgemein gilt: V = %AG -h

de, Tetraeder)

AOZAG+AM

quadratische Pyramide

AG—aZ
a
1
a| |a Ay=2-a-hg V==-a%-h
b“. a 3
a
Ap=a(a+2-hy)
Tetraeder
2
a
Ac=—"V3
a 'i 3.a2 vV a3 \/E
g V Am="7"3 "1z
a
Ao:az'\/§

2.1.3. Pyramidenstiimpfe (quadratischer- & dreiseitiger Pyramidenstumpf)

. h
Allgemein gilt: V = E(AG +JAg-Ap+Ap) Ag=Ag+Ap+Ay
quadratischer Pyramidenstumpf
Ag = a
a @ G 1 AO = alz + 2(a1 + az)hs + aZZ
@ 4 a4 a AM = 2(a1 + az)hs
a

a

1
V=§-h-(a12+a1a2+a22)

regelmassiger dreiseitiger Pyramidenstum

pf

AG = _\/§
3
Ay = 2 (a; +az)hg

azz\/_
A, =——+3
D™ 4

V3 3
Ao = ”a (af +at) + 2 (a; + ay)hg

V3

V=—
12

-h-(a +aja; +a?)

21
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2.2. Korper mit gekriimmten Begrenzungsflachen
2.2.1. Zylinder
Allgemein gllt V= AG “h AO = ZAG + AM AG = AD
gerader Zylinder
A
V=m-r?-h
h | Au " |Ay=2m-r-h d2
V=mn- Z ‘h
(‘}AG Ap =21 -r(r+h)
>
gerader Hohlzylinder
Ag =n(r} —r?)
_ (Wanddicke)
AM1—21'['r1-h a=r-rn

AM2:2T['1'2'h

Ag = 21[(1‘22 - rlz) +2m-
h(r; + 1)

V=m- h(rz2 - rlz)

2.2.2. Kegel

gerader Kegel

Ag=m'r
Ay=m'r-s

Ag=m-r(r+s)

gerader Kegelstumpf

Ag =11}
Ay =m-s(r; +1q)
Ap =m-rf

A():AG+AD+AM

S=\/(r2—r1)2+h2

V= g-h(rz2 + 11 + rlz)

© Felix Rohrer
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2.2.3. Kugel und Kugelteile
Kugel
d=2'r
Apg=4 - r’=mn-d>?
4 1
Am V=§'1'[ r3=g-1t-d3

Kugelschicht (Kugelzone)

Ay=2-m-r-h

Ao = t(R{Z + R7 + 2rh)

V=2 h(3RE+3RZ +h?)

Ay=m-R'r

(Kegelmantel) R=yh2-r—h)
Ag=m-r(Zh+R 2

0 ( ) V=§'T[ l'2 h
A0=1t-r(2h+w/h(2r—h))
Ay=2-m:'r-h
Ay = nt(R% + h?) R=,h(2-r—h)

(Kugelkappe)
Ap=m'R?+2:m-r-h
Ag=mn-h(4-r—h)
Ap = m(2-R? + h?)

T
V=§-h2(3-r—h)

V=g-h(3-R2+h2)

23
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3. Trigonometrie

3.1. Gradmass, Bogenmass

Gradmass Grosse des Winkels o (B, v, §, ...) bezogen auf den Vollwinkel.
Ein Winkel mit der Grosse von einem Grad ist der 360ste Teil des ebenen Vollwinkels (Schreib-
weise 1°).
Ein Winkel dieser Grosse ergibt sich, indem ein Kreis durch Radien in 360 deckungsgleiche Teile
zerlegt wird.
Bogenmass
Grosse des (Zentri-) Winkels a als Verhaltnis von Bogenlange b
zu Radius r (bzw. als Masszahl der Lange des zugehorigen Bo- —
gens am Einheitskreis): .
~ b b
arca =0 =— M
r )
Ein Winkel hat die Grdsse von einem Radiant (Schreibweise: 1
rad), wenn b =r gilt (bzw. wenn die Lange des zugehorigen —
Bogens am Einheitskreis den Wert 1 hat).
Umrechnung | per Umfang eines Kreises mit Radius r = 1 betrigt 2. Somit kann man den Bogen b = 21t den
vollen Winkel 360° Grad zuordnen.
b:a=2m:360
mTa o
Umrechnung von Grad- in Bogenmass: b = 507 1° = 0.01475 rad
) 180°b o
Umrechnung von Bogen- in Gradmass: 00 = — 1rad = 57,296
Bogenmass spezieller (im Gradmass gegebener) Winkel
Gradmass 30° 45° 60° 90° 180° 360° 57°17‘45" | 57.29577°
i1 i i i
Bogenmass 3 rad 7 rad 3 rad 5 rad mrad 2T rad 1 rad 1 rad

Test, ob beim Rechner das richtige Mass eingestellt ist:

VVYY

Bemerkung:

sin(30°) =0,5 > Gradmass ist eingestellt

sin(30°) =-0,98803 - Gradmass ist nicht eingestellt
sin(a) =0 —> Bogenmass ist eingestellt

sin(at) = 0,054803 > Bogenmass ist nicht eingestellt

1) Die Angabe resp. Umrechnung in Minuten und Sekunden in der Regel nicht mehr nétig. Die Angabe
im Bogenmass erfolgt — wenn moglich — als gekiirzten Bruch von m, resp. als Dezimalzahl.

2) Inder klassischen Geometrie arbeitet man mit dem Gradmass. In den Mathematikmoduln im Hoch-
schulunterricht wird hauptsachlich im Bogenmass gearbeitet.

3) Inder Trigonometrie sind beide Darstellungen in etwa gleich haufig. Es gilt daher in der Trigonomet-
rie folgender Grundsatz: Die Losung ist im selben Mass darzustellen, wie es in der Aufgabenstellung
angegeben ist.

© Felix Rohrer
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3.2. Trigonometrische Funktionen am rechtwinkligen Dreieck
3.2.1. Grundlagen zur Definition des Sinus, Kosinus und Tangens am rechtwinkligen Dreieck
Bezeichnungen im rechtwinkligen Dreieck

a ist die Gegenkathete (GK) zum Winkel o..
b ist die Ankathete (AK) zum Winkel a.

Ahnlichkeiten im rechtwinkligen Dreieck
In allen Dreiecken, die im rechten
Winkel und in dem spitzen Winkel a
libereinstimmen, ist das Verhaltnis
der Gegenkathete von o zur Lange
der Hypotenuse gleich.

Es andert sich nicht, wenn sich die
Langen der Gegenkatheten und Hy-
potenuse andern, sondern nur,
wenn sich die Grosse des Winkels
andert.

a; az ag
Cq Cy C3
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3.2.2. Sinus, Kosekans

Definition des Sinus, Kosekans von o

In einem rechtwinkligen

Gegenkathete von a

(arc sin/ inv sin) ist die
Umbkehrfunktion von Sinus.

Dreieck nennt man das sin (a) =
Langenverhiltnis der Ge- Hypotenuse
genkathete von o zur Hy-

. . GK a
potenuse den Sinus (sin) sin () = — =—
von o H

_ . (Gegenkathete von a

Die Arkusfunktion Sinus o =arcsin ( Hypotenuse )

_ . (GK\ . ¢a
o = arcsin (i) = arcsin (E)

von

Die Arkusfunktion Kosinus
(arc cos / inv cos) ist die
Umkehrfunktion von Ko-
sinus.

(Ankathete von a)
o = arccos
Hypotenuse

() @
a = arccos|— ) = arccos | —
H C

HYPOtenllse Y sina = sin(180%«)

Der Kehrwert von Sinus csc (o) = Gegenkathete von a F

wird als Kosekans (csc) f 180° a

bezeichnet. @ goel80%aN 270°

csc (a) = GK 2 |

Wichtige Sinuswerte

Winkel 0° 30° 45° 60° 90°

. 1 1 1

Sinuswert 0 > > 2 > 3 1
3.2.3. Kosinus, Sekans

Definition des Kosinus von o

In einem rechtwinkligen Ankathete von a

Dreieck nennt man das cos (a) =

Langenverhéltnis der An- Hypotenuse

kathete von o zur Hypo- AK b

tenuse den Kosinus (cos) cos (a) = H-%

c

cos(-a),

y=cosa

cos

0\
cos(-a)

1x _ggo-@ 0

-1

. ’(l
@9 180° 70°

Hypotenuse N Y
Der Kehrwert von Kosinus sec (0 = A kathete von « cos alr
wird als Sekans (sec) be- Ty 180°a a
zeichnet. H b A oV rx o @ o | 180° o°
sec (a) — ﬁ — E cos (180%a) cosu CO““SUG;(;)W
Wichtige Kosinuswerte
Winkel 0° 30° 45° 60° 90°
. 1 1 1
Kosinuswert 1 —/3 —/2 — 0
2 2 2

© Felix Rohrer
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3.2.4. Tangens, Kotangens

Definition des Tangens von a

In einem rechtwinkligen

von

Gegenkathete von

Dreieck nennt man das tan (a) =

Langenverhaltnis der Ge- Ankathete von o
genkathete von o zur An- GK a sin(a)
kathete den Tangens (tan) tan (a) = =—=

AK b cos(a)

Die Arkusfunktion Tangens

o= arctan(

Gegenkathete von a)
Ankathete von a

(arc tan / inv tan) ist die ; | Y i
. J | 2+ i
Umbkehrfunktion von Tan- ~ GKY a | i i
gens. o = arctan (ﬁ) = arctan (B) N | oo R |
[ L | . i
ofa/ 1 x o o Lo
Ankathete von o [,\ (_ ' - 2 WpE
cot ((X) — anCW -9 pu_a i vl__ltm(rr(z) i
Der Kehrwert von Tangens Gegenkathete von a | |
wird als Kotangens (cot) | 21+
bezeichnet. AK b cos(a) | !
cot (o)) =—=—=—
GK a sin(a)
Wichtige Tangenswerte
Winkel 0° 30° 45° 60° 90°
1 . -
Tangenswert 0 3 3 1 V3 nicht definiert

3.2.5. Sinus- Kosinus- und Tangensfunktion am rechtwinkligen Dreieck

Sinus-, Kosinus- und Tangensfunktion

Im rechtwinkligen Dreieck ABC mit dem rechten Winkel y bei C gilt:

. a

] sina = —

. . . Gegenkathete des Winkels c

Sinus eines Winkels =

Hypotenuse b

sinf =—

C

b

) ) ) Ankathete des Winkels cosa=<
Kosinus eines Winkels =

Hypotenuse a

cosf} =—

c

a

tana = —

T s Winkels — Gegenkathete des Winkels b

angens enes Winke's = Ankathete des Winkels b

tanf} = 3
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3.2.6. Steigung, Steigungsdreieck, Steigungswinkel

Steigung, Steigungsdreieck, Steigungswinkel
Hoehendifferenz

Im Steigungsdreieck entspricht die An- m = horizontale Laenge
kathete der horizontalen Lange | und h b
die Gegenkathete der Héhendifferenz h. m = 1 resp.m = —

a
Die Steigung m ([3) ist der Quotient _
zwischen der Hohendifferenz h (b) und m = tan(p)
der horizontale Linge | (a). B = arc tan (E)

a

Der Quotient Hohendifferenz/horizontale Lange (b/a) entspricht der Definition des Tangens im recht-
winkligen Dreieck.

Bei einer Steigung von m = 1 oder p = 100% ist die horizontale Lange (a) gleich der Hohendifferenz (b).
Das Steigungsdreieck ist in dem Fall also gleichschenklig-rechtwinklig und der Steigungswinkel betragt
o =45°.

Steigung % in ° umrechnen:
X% = x° x° = arc tan(x% / 100)
xX° = x% x% = tan(x°) - 100

Musterbeispiel:
Ein kleiner Traktor soll in einem Weinberg eingesetzt werden. Bei trockenem Boden darf die Steigung
maximal 45% betragen.
a) Berechnen Sie den zugehorigen maximalen Steigungswinkel a.
b) Eine Reihe von Rebstdcken ist in Hangrichtung 38m lang. Der Traktor fahrt bei einem Steigungs-
winkel von 20 Grad den Hang hinunter. Welchen Héhenunterschied liberwindet er?
c) Welche Steigung (Angabe in Prozent) gehort zum Steigungswinkel 20 Grad?

Losung:
a) tan(a)=0,45 = o =arctan(0,45)=24.33 Grad.
b) sin(20)=b/38 = b=38"-sin(20) =12,996m, also ca. 13m.
c) tan(20)-100 = 36.4%

3.2.7. Beziehungen unter den Winkelfunktionen
1. Die Seite a ist Gegenkathete von a. Von 3 aus gesehen ist sie jedoch die Ankathete.
2. Im rechtwinkligen Dreieck gilt: a + 3 = 90°. Daher kdnnen a und 3 auch als Differenz von 90° aus-
gedriickt werden. ot = 90° - 3 resp. 3 =90° - a.

GK(a) = AK(B) B=90°-a
sin(a) = % = cos(B) sin(a) = cos(90° — a)
b .
cos(a) = e sin(B) cos(a) = sin(90° — a)
~a_ 1  sin(a) _ _ o
tan(a) = b= cot(@) _ cos (@) tan(a) = m = cot(90° — a)
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3.3. Trigonometrische Funktionen am schiefwinkligen Dreieck
3.3.1. Sinussatz
Wir teilen ein beliebiges Dreieck AABC durch die Hohe h in zwei rechtwinklige Teildreiecke und suchen
nach einer Beziehung zwischen den Seiten a und b sowie dem Winkel o und 3.
Herleitung Sinussatz
Im roten Teildreieck gilt:

] _GK h¢ ho— s
sin(a) = T-% ¢ = b-sin(a)
Im blauen Teildreieck gilt:

_ GK h, |
sin(B) = T3 ° h, = a-sin(B)

Durch Gleichsetzen folgt:
h, =b-sin(a) = a-sin(f) =

a b
sin(a)  sin(B)

Analog kann man mit den beiden anderen Hohen des Dreiecks gleich verfahren.

= const.

In jedem beliebigen Dreieck AABC ist das Verhaltnis der Lange einer Seite
zum Sinus des gegeniiberliegenden Winkels
gleich dem Durchmesser des Umkreises.

a b ¢ _ 9
sin(a) sin(B) _sin(y)

Der Sinussatz kann verwendet werden, wenn zwei Winkel und eine Seite (wsw und wws) gegeben sind.
Zudem kann er auch angewandt werden, wenn zwei Seiten und der einer Seite gegeniberliegende Win-
kel gegeben sind. (Das entspricht den Gegebenheiten der Kongruenzsitze WSW und SsW, vgl. 1.2.5.)

, ' WSW B | WS o~ N
Liegt bei ssw der Winkel der grosseren Seite ge- Musterbeispiel:

geniber (Ssw), dann gibt es ein mogliches Dreieck. | Gegeben: Dreieck AABC mit b =5cm, c=8cm und 3 = 20°

Liegt jedoch der Winkel der kleineren Seite gegen- Gesucht: Winkel o undy

Uber (sSw), dann gibt es wie beim Konstruieren
erkennbar zwei Lésungen.

Der Rechner liefert nur die spitzwinklige (o« < 90°)
Losung oy, die stumpfwinklige (a« > 90°) a;, kann
mit folgender Formel berechnet werden:

o = 180° - 1.

Y, = arc sin (%n(s)) = arcsin (8%(20)) = 33.2°

v, = 180° —y, = 180° — 33.2° = 146.8°
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3.3.2. Kosinussatz
Wir teilen ein beliebiges Dreieck AABC durch die Hohe h in zwei rechtwinklige Teildreiecke und suchen
nach einer Beziehung zwischen den Seiten a, b und ¢ sowie dem Winkel a.

Herleitung Kosinussatz

Im roten Teildreieck gilt nach Pythagoras:
b2 =h2+x? = hZ=D0b%-x?

Im blauen Teildreieck gilt nach Pythagoras:
a?=h%+(c—x)? = h?=2a%-(c—x)?

Gleichsetzen und nach a2 auflésen:
a’? — (c—x)? =b? —x?

a? — (c? — 2cx + x?) = b? — x?
a? —c? 4+ 2cx—x%? =b?%—x?

a? =b? 4+ c? — 2cx

Im roten Teildreieck gilt weiter:

AK
cos(a) = = % = x=Db-cos(a)

Durch einsetzten erhalten wir:
a’? = b? + c? — 2bc - cos(a)

Analog kann man mit den beiden anderen Hohen des Dreiecks gleich verfahren.

In jedem beliebigen Dreieck AABC ist das Quadrat der Lange einer Seite
aus dem gegeniiberliegenden Winkel und den anliegenden Seiten berechenbar.

a’? = b? + c? — 2bc - cos()
b%? = a? + ¢? — 2ac- cos(P)

c? = a% + b? — 2ab - cos(y)

b% + c? —a2>

a® +c? —b?
2bc

a’ 4+ b? —c?
2ac

Y = arccos ( 2ab

B = arc cos<

a = arc COS<

Den Kosinussatz kdnnen wir verwenden, wenn zwei Seiten und der dazwischenliegende Winkel (sws)
oder drei Seiten gegeben sind (sss).

Der Kosinussatz gilt auch dann, wenn der jeweilige Winkel grosser als 90°, also ein stumpfer Winkel ist.
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3.3.3. Flachensatz

Flachensatz

Kennt man von einem Dreieck die beiden Seiten b und c sowie
den dazwischen liegenden Winkel a, so ist der Flacheninhalt A
der Dreiecksflache gegeben durch:

b-c
A=T-sm(a)

Die Gleichung gilt auch fur stumpfe Winkel o € ]90°; 180]. (90°
< a <180°)

3.3.4. Berechnung am Kreissektor (auch Kreisausschnitt)

Berechnung am Kreissektor (auch Kreisausschnitt)
Zur Berechnung der Bogenldange oder der Sektor-Flache kann das Bogenmass verwendet werden. Wir bezeich-
nen den Winkel im Bogenmass mit @.
Wir kdnnen nun die bekannten Formeln auch im Bogenmass angeben, wenn wir die Umrechnungsformel
o= ;(go verwenden und einsetzen.
b r1m e
= = 'r g I
{\ M r
r’m-@ r’-@® b-r
ASektor = 3600 = 2 = Z T

3.3.5. Kreissegment (auch Kreisabschnitt)

Flachensatz

Durch den Flachensatz (vgl. 3.4.3) gilt:
Berechnung des Kreissektors (vgl. 3.4.4):

Kreissegment:

Der Flacheninhalt der Segmentflache Asg
kann aus dem Radius r und dem
Zentriwinkel ¢ berechnet werden:

Asg = 1'2_2 (11T8(()l:’ - sin((p))

.z
Agg = 7 (@ — sin(®))

2, 1 ,
ADreieck = % ' Sll’l((p) = EI‘Z . Sll‘l((p)

r?-moe

Asektor = 360°

ASegment = Agektor — ADreieck
2
r2
rme _ = sin(¢)

As =5 (fo = sin(9))
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3.4. Trigonometrische Funktionen am Einheitskreis
Der Einheitskreis ist ein Kreis um den Koordinatenursprung mit dem Radius r = 1 Langeneinheit.

3.4.1. Sinus- und Kosinusfunktion

Sinus- und Kosinusfunktion

Yp = sin(a)

Am Einheitskreis gilt fiir einen beliebigen Punkt P (Xp; Yp) auf der
Kreislinie und den zugehdorigen Zentriwinkel a:

Die y-Koordinate des Punktes P ist der Sinuswert von a:

Die x-Koordinate des Punktes P ist der Kosinuswert von o:
Xp = cos(a)

3.4.2. Tangensfunktion

Tangensfunktion

rechten Tangente.

Am Einheitskreis gilt fiir einen beliebigen Punkt P auf der Kreis-
linie und den zugehdrigen Zentriwinkel a:

tan(a)

Die y-Koordinate des Punktes S ist der Tangens von a:
ys = tan(a)

Dies entspricht der Ldnge des Tangentenabschnitts auf der
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3.4.3. Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen (Phytagoras am Einheitskreis)

Beziehungen zwischen Sinus-, Kosinus- und Tangensfunktion

Pythagoras am Einheitskreis:

sin?(a) + cos?(a) = 1

Ahnlichkeit am Einheitskreis:

tan(a) = :::;((3
cot(a) = c:((z))

tan(a) - cot(a) =1

tan(a)

Mithilfe der Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen finden wir weitere Beziehungen, so dass sich
jede der drei (resp. mit cot vier) Winkelfunktionen in die beiden (drei) anderen umrechnen lasst:

sin (@) cos (¢) tan () cot (@)
. . tan(¢) 1
sin (@) - 1 — cos?(¢) \/m m
_ 1 cot(p)
cos () 1—sin’(e) ' [Tranie | Jitcoti(e
sin(¢) 1 — cos2(g) 1
tan (¢) 1 —sin?(¢) ~ cos(g) - cot()
1 - sinZ(¢) __cos(@) _ 1 )
cot (¢) sin(¢) 1 — cos?(¢@) tan(¢)
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3.4.4. Vorzeichen der Trigonometrischen Funktionen
Wenn wir den Punkt P auf der Kreislinie rotieren lassen, kdnnen wir herausfinden, welche Vorzeichen

die Funktionswerte in den Quadranten | bis IV, das heisst fir Winkel zwischen 0° und 360°, haben.

yl

P

sing

y
I

|

—

cos ¢

« |

duey

dupy

Quadrant Intervall sin (@) cos () tan (@)
| 0° <@ <90° + + +
I 90° < @ < 180° + - -
n 180° < ¢p < 270° — — +
[\ 270° < @ < 360° - + -

© Felix Rohrer
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3.4.5. Symmetrieeigenschaften am Einheitskreis
|
|
. |
P'=(xp; yp) ! P = (xp; yp)
|
|
! w
.
™~ i
———————————————— — — ] —
i é ¥
| =
| S
|
|
l
P : P" = (xp; —yp)
|
|
|
|
|
|
Sinus Kosinus Tangens
sin(180°-a) = sin (a) cos(180°-a) = -cos(a) tan(180°-a) = -tan ()
sin(180°+a) = -sin (a) cos(180°+a) = -cos(a) tan(180°+a) = tan ()
sin(360° -a) = -sin (a) cos(360°-a) = cos () tan(360°-a) = -tan ()
:7 1 y o | Y sina = sin(180%a) B
[; 23\ ) 180°  «a ) «u y i »_, | E
] i 1] |
o ) 1 tanat->~cePzua : tanaf— :
/ «a i - i
\ PSS # —90° 0° ¢ gpe @
sina sina ﬂ?‘ Gos | i
/ 4 ) g L\ ‘ 6 180 a P2
\ ONY T Ix Jxo° —90° a 900 180° | of \rx o @ o0 | 180° 2o° | |
sin(-a) sin(-a) coslav=a) u“”cu\(lx()lu)
-1 \4,/ 1+
Die Sinusfunktion ist eine periodi- | Die Kosinusfunktion ist eine perio- | Die Tangensfunktion ist eine peri-
sche, ungerade Funktion: sin(-a) = | dische, gerade Funktion: cos(-a) = odische, ungerade Funktion:
- sin(a). cos (a). tan(-a) = - tan(a).
Sie kann Werte von -1 bis +1 an- Sie kann Werte von -1 bis +1 an- Sie kann Werte von -oo bis +00 an-
nehmen. nehmen. nehmen.

3.4.6. Reduktionsformeln

Die Sinus-, Kosinus- und Tangenswerte fir Winkelgréssen zwischen 90° und 360° kdnnen auf einen Wert
fir eine Winkelgrosse zwischen 0° und 90° zuriickgefiihrt (reduziert) werden.

Sinus Kosinus Tangens
sin(180°-a) = sin (a) cos(360°-a) = cos (o) tan(180°+ a) = tan (a)
sin(m-a) = sin(a) cos(2m-a) = cos (a) tan(m+a) = tan(a)
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3.4.7. Grafische Darstellung der Winkelfunktionen

Grafische Darstellung der Sinusfunktion
1.4]
12
1
0.8
06|
0.4
02
0 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 0°
0 "2 3mi2 om
2]
sin(x)
-0.4 |
0.6
-0.8]
-1
1.2
1.4 ]
|y=sina Y
: = 1
/\ /\ | /\ /\
\/'zm -5))°\//60° 4&&/10"\ IV(F 54“\/!0° «
a a+360
~1
$ Y sina = sin(180%a) y
& i . I
& sina
/? . 180°  « 7 ) =0 ) a
0 x O« gpe180%a\  270° 01 X _1%Q° -90° @ 90°  180°
sin(-) sin(-a)
“f+ -1
Die Sinusfunktion ist eine periodische, ungerade Funktion: sin(-a) = - sin(c).
Sie kann Werte von -1 bis +1 annehmen.
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Grafische Darstellung der Kosinusfunktion

0.6
0.4

0.2

cos(X)

45° 90° 135° 180° 225° 0° 315° 360°

2 T 3m/2 2w

y=cosa

-720° —540° /  -360° ~180° 0° 180° 360° 540° 7200 \«
a a+360
-1

y y=cosa

COoSs a

v

1
cos a P08
180%« a

. i i NP
X _gpea O g 180° poe N[ O OV Jix o 0f a gx] 1800 poe
cos (-a) cos(180%a) cosa (180°a)
Ccos -
-1t ~ It

Die Kosinusfunktion ist eine periodische, gerade Funktion: cos(-a) = cos ().

Sie kann Werte von -1 bis +1 annehmen.
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Grafische Darstellung der Tangensfunktion

4_
3_
2-
1
0 n(x) 45° 90° 135° 225° 270° 315° ,390/
T T T T
0 2 T 3m/2 2w
-1
-2
-3
4]
] | il !
! | y | 1
‘ : ) : y=tand :
| | 31 |\ |
| | | 1
: | | |
1 2 1 |
I I |
i 11 Y
I I |
h : [
T | 1
=270° A180° -90° 0°l 90° 80°! 270°«
VAT N a+180°
| : :
i =27 i |
| I I
v -3t i |
| ] |
i ' ' '
Ly |
y i 21 i
] |
1 1
] ]
! i ] i
tanaf—=>~-APzua ! tan a !
/ (] i -a i
\ ol 1 x _9'00 0° @ 9'00 a
tan¢-a)4-- Pzu-a i = | tan(-c) :
i i
i 1
1 1
i T
i i

Die Tangensfunktion ist eine periodische, ungerade Funktion: tan(-a) = - tan(«a).
Sie kann Werte von -oo bis +co annehmen.
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3.4.8. Zusammenfassung der Eigenschaften der Graphen

\/\' =sina ¥ ) : . .
e 14 [ 1 y I i
/\ /\ /\ /\ | 4 B He=rmll
! | C | |
| | | I
—720° —Jo0° —180° i ’\ i | E i
o+ %(w : I 1 I I
. i i i
! 1 | ! | !
(v=cosa) y 2ho Asee 900 /Jorl 00 ARoe 2dora
i oAl o a+180°
i : | |
: 2t |
I |
—720° \ —540° / 360° \ —I80° i 130° 360° 540° 7200 \at | ! i !
a a+360° E ! : i
14+
Sinus Kosinus Tangens
= f(x) = sin (x) y = f(x) = cos (x) y = f(x) = tan (x)

Definitionsbereich: ]-o0; oo resp. DB=R ]-o0; oo resp. DB=R DB = R\ G +k-mke Z)

Wertebereich: [-1; 1] [-1; 1] ]-00; oo resp. WB=R
Periodenlange: 2m: Periodenlange: 2m: Periodenlange: :
Periodizitat: sin(x + 2k - 1) = sin(x), cos(x + 2k * 1) = cos(x), tan(x + k - ) = tan(x),
keZ keZ keZ

Punktsymmetrisch
zum Ursprung:

Punktsymmetrisch

symmetrisch zur y-Achse:
¥ ! z2ury zum Ursprung:

Symmetrie: ungerade Funktion g:;:(i?f‘;g:;‘_'z)” ungerade Funktion
sin(-x) = -sin(x) - tan(-x) = -tan(x)
T
Symmetrieachsen: X=E+k"l'[,kE Z x=k-mKkeZ -
i
Nullstellen: xx=k-m}keZ {xix = S+ n},k €z xx=k-m}kezZ
PMax(X; 1) PMax(X; 1)
Maximal Punkte: T -
x=§+2k-n,kEZ x=2k-mkeZ
PMin(X; _1) PMax(X; '1)
Minimal Punkte: 3 -
X=7+2k"l'[,kEZ x=m+2k-mKkeZ

Den Graphen der Kosinusfunktion erhdlt man, indem
man den Graphen der Sinusfunktion um g nach links
Es gilt: verschiebt: tan(x) = p”

cos(x) = sin (X + g) = sin(x) = cos (X - g)
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3.5.
3.5.1. Rechtwinkliges Dreieck

Ubersicht Trigo rechtwinklige/allg. Dreieck, Sinussatz, Kosinussatz

Sinus-, Kosinus- und Tangensfunktion

. __ GK _ _AK _ . _GK__ 1 _ sin(a)
sin(a) = ~+ = cos(B) cos(a) = o = sin(B) tan(a) = AK = ot — cos(e)
3.5.2. Aligemeines Dreieck
Wichtige trigonometrische Werte
0° 30° 45° 60° 90°
1 1 1
sin(a 0 — —/2 —/3 1
(o) 5 2\/_ >
1 1 1
cos(a, 1 —V3 -2 — 0
(a) > V3 > V2 >
1
tan(a) 0 §\/§ 1 V3 n. def.
Sinussatz
a b C -
sin(a) - sin(B) - sin(y) =ar " h -
N S S

Kosinussatz

a? = b? + c? — 2bc - cos()
b% = a? + c? — 2ac- cos(B)

c¢? = a? + b? — 2ab - cos(y)

Beziehungen zwischen Sinus-, Kosinus- un

d Tangensfunktion

Pythagoras am Einheitskreis:

sin?(a) + cos?(a) = 1 tan(a) = z::;ig
sin (@) cos (@) tan (@) cot (@)
) . tan(o) 1
sin () ) 1 —cos*(¢) 1+ tan2(g) V1 + cot?(g)
__ 1 cot()
cos (¢) 1 - sin®(¢) ) V1 + tan?(¢@) V1 + cot?(g)
sin(¢) 1 — cos2(¢p) 1
tan {¢) 1 — sin?(g) cos(@) cot(¢p)
1 — sin2(¢g) cos(¢) 1 ]
cot (‘P) SIH((p) 1— COSZ((p) tan((p)
Reduktionsformeln
Sinus Kosinus Tangens
sin(180°-a) = sin (a) cos(360°-a) = cos () tan(180°+ a) = tan (a)
sin(m-a) = sin(a) cos(2m-a) = cos (a) tan(m+a) = tan(a)
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3.6. Transformation der Sinusfunktion, die allgemeine Sinusfunktion
3.6.1. Die allgemeine Sinusfunktion
Die allgemeine Sinusfunktion ist folgendermassen definiert:
y=a-sin(b:(x+u))+v
dabei gilt: a € R\{0}, b€ R*und u, v € R
3.6.2. Parameter a: Strecken / Stauchen auf y-Achse (Amplitude): y = a - sin(x); a € R\{0}
Parameter a: Amplitude
w4 2 3mi4 w 514 3m/2 ni4 Rad 2w
ti] I ‘ I I4‘5" B 9‘0 . I13|5" i 130’ I ‘ I I22|5: I I I 2‘70° o ‘ I31|5°I ‘Grad‘ T 366’
Blau: Rot: Griin: Violett:
y = sin(x) y = 2-sin(x) y = % sin(x) y = (—1) - sin(x)
la] >1 O<J]al<1 a<o0
Streckung in y-Richtung Stauchung in y-Richtung Zusatzliche Spiegelung

an der x-Achse

Eigenschaften von f(x) = a - sin(x)

y = f(x) = sin(x)

y = f(x) = a - sin(x)

Definitionsbereich:

]-00; oo

]-00; o[

Wertebereich:

[-1; 1]

[-a; a]

Maximal Punkte:

x=g+2k1'[,kEZ

Periodizitat: Periodenlange: 2m Periodenlange: 2m
Nulistellen: x=k-mKkeZ x=k-mkeZ
Pmax(x; 1) Puax(X; @) (*)

X=§+2k1‘[,kEZ

Minimal Punkte:

Puin(x; -1)

X=32—T[+2k1't,kEZ

Puin(X; -a) (*)

X=37ﬂ+2kn,kEZ

(*) fir a < 0 umgekehrt
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3.6.3. Parameter b: Strecken / Stauchen auf x-Achse: y = sin(b - x); b € R+

Parameter b

2.0+

00

2,04

w4 w2 an/4 m 5mi4 3mi2 Tnl4 Rad 2m|
0.0 1:0 2:0 3:0 4:0 5:0 6]0
fgl' 4‘5' g‘n 135 1&0 2'1’5' 2'}0' 31I 5° Grad 36("1'
Blau: Rot: Griin:
J—— — i . . 1
y = sin(x) y = sin(2 - x) y = sin (E . X)
b>1 O<b<1

Stauchung in x-Richtung um den Faktor b.
(kleinere Periode, héhere Frequenz)

Streckung in x-Richtung um den Faktor %.
(grossere Periode, kleinere Frequenz)

Eigenschaften von f(x) = sin(b - x)

y = f(x) = sin(x)

y = f(x) = sin(b - x)

Definitionsbereich: ]-00; oo ]-00; oo[
Wertebereich: [-1; 1] [-1; 1]
P . . 21
Periodizitat: Periodenlange: 2m Periodenldnge: m
k-m
Nullstellen: x=k - mkeZ x=T,keZ
Pwax(X; 1) Priac(; 1)
Maximal Punkte: . T 2k
x=—-+2kmkeZ = — 4 —
> X = + 5 L, KEZ
Pwmin(X; -1) Puin(x; -1)
Minimal Punkte: 3t 2KT

X=37T[+2k‘l'[,k€Z

X:E+T,kEZ

© Felix Rohrer
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3.6.4. Parameter u: Schieben in x-Richtung: y = sin(x + u); u € R
Parameter u
2.0+
404
201
4 2 3mi4 w 5ni4 3mi2 Tul4 Rad 21
0.0 1:0 2:0 3:0 4:0 5:0 6]0
fgl 4‘5' Q‘EI 135 1&0 2'1’5' 2'}0' 31I 5° Grad 360
Blau: Rot: Grin:
y = sin(x) y = sin (X + (= %)) y = sin (X + E)
. T
y = sin (x - Z)
u>0 u<o

Verschiebung nach links.

Verschiebung nach rechts.

Eigenschaften von f(x) = sin(x + u)

y = f(x) = sin(x)

y = f(x) = sin(x + u)

Maximal Punkte:

X=g+2k1'[,k€Z

Definitionsbereich: ]-o0; oo J-o0; oo

Wertebereich: [-1; 1] [-1; 1]

Periodizitat: Periodenlange: 2m Periodenlange: 2m

Nullstellen: x=k-mkeZ x=Kk-m—uKeZ
PMax(X; 1) PMaX(X; 1)

x=§+2k1t—u,kEZ

Minimal Punkte:

PMin(X; '1)

X=37T[+2k‘l'[,k€Z

PMin(X; '1)

x=37n+2kn—u,kEZ
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3.6.5. Parameter v: Schieben in y-Richtung: y = sin(x) +v; v E R

Parameter v
2.0+
1.0+
0.0
4.0+
204
w4 w2 an/4 m 51/4 3mi2 T4 Rad 2n
0.0 1:0 2:0 3‘0 4]0 5]0 6:0
fgl' 4‘5' QL‘SI' 135 1&0 2'1’5' 2'}0' 31I 5° Grad 36("1'
Blau: Rot: Griin:
y = sin(x) y =sin(x) + 1 y = sin(x) — 1
v>0 v<O0

Verschiebung nach oben.

Verschiebung nach unten.

Eigenschaften von f(x) = sin(x) + v

y = f(x) = sin(x) y = f(x) = sin(x) + v
Definitionsbereich: J-00; oo ]-00; oo[
Wertebereich: [-1; 1] [-(1+v;1+V]
Periodizitat: Periodenlange: 2m Periodenlange: 21
Nullstellen: x=k-mkez Losungen der Gleichung:
0 =sin(x) +v
PMax(X; 1) PMax(x; 1+ V)
Maximal Punkte: - T
X=E+2k‘l'[,kEZ X=E+2kn,kEZ
Pmin(X; -1) Pin(X; -1 + V)
Minimal Punkte: 31 31t
X=7+2k‘l'[,k€Z X=7+2kﬂ?,kEZ

© Felix Rohrer
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3.6.6. Sinusfunktion:y=a:-sin(b:(x+u))+v

ispiel: v = £(x) = 1+ sin (2x — &) + 2 f(x) = L i _m)) 43
Musterbeispiel: y = f(x) = > sin (Zx 2) +s 2 y= f(x) = > sin (2 (x 4)) +3
Parameter:
a= % = Stauchung in y-Richtung: Faktor 0.5
b=2 = Stauchung in x-Richtung: Faktor 2
u= —E = Verschiebung in x-Richtung: E nach rechts
V= 2 = Verschiebung in y-Richtung: % nach oben
Schritt 1: sin(x) = sin (x - E) Verschiebung in x-Richtung: E nach rechts
Schritt 2: sin (x - E) = sin (2 (x — E)) Stauchung in x-Richtung: Faktor 2

204

1.0+

TN OIS

0.0

.04

204

T
-2.0

Schritt 3: sin (2 (x — =
4

0.0 20 4.0 6.0 8.0 100 12.0

4

)> = % - sin (2 (x — E)) Stauchung in y-Richtung: Faktor 0.5

204

1.0+ :
0.0

204

MG ARRRRRRASS

LN N
S = annn

Schritt 4: 1 sin (2 (
2

T T
0.0 20 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0

-3 =1 on(a(s-3)-

N|W

Verschiebung in y-Richtung: % nach oben

0.0

: 7/\
1.0+

04

204

T T
0.0 20 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0
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Eigenschaften von f(x) =a - sin(b - (x + u)) + v

y=f(x)=a-sin(b- (x+u))+v

Definitionsbereich:

]-00; oo

Wertebereich:

[-a+v;a+V]

Periodizitat:

. .. 21-[
Periodenlange: >

Nullstellen:

Losungen der Gleichung: 0=a-sin(b- (x + u)) +v
(pro Periode, vgl. 3.4.6. Reduktionsformeln)

Maximal Punkte:

PMax(X; a+ V) (*)

T 2kt
X—E+T—u,k€Z

Minimal Punkte:

Pumin(X; -a +v) (¥)

31 2kt
X—E'i'T—u,kEZ

(*) fir a < 0 umgekehrt

rungen:

Zusammenfassung:
Der Graph der Funktionsgleichung y = f(x) = a - sin(b - (x + u)) + v mit a € R\{0}, b € R+
und u, v € R erfahrt im Vergleich zum Graphen von y = f(x) = sin(x) folgende Verande-
- a bewirkt eine Verdanderung der Amplitude: |a|

2
- b bewirkt eine Veranderung der Periode: ?11

- u bewirkt eine Verschiebung entlang der x-Achse nach links (u > 0) oder rechts (u < 0)

- v bewirkt eine Verschiebung entlang der y-Achse nach oben (d > 0) oder unten (d < 0)

Musterbeispiel: y = f(x) = 3 - sin (Zx — g) +1 > y=f(x)=3"sin (2 (x — E)) +1

}7\':3-\in{‘2\7’:[)+1

Periode

y=sinx

Die Amplitude ist 3, die Welle schlagt also starker aus als beiy =
sin(x).

Die Periode betragt . Die Welle ist um die Halfte verkiirzt.

Der Graph ist ausserdem um % nach rechts und um 1 nach oben
verschoben.

© Felix Rohrer
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3.7. Graphen der Arkusfunktion
Definition:

Die Arkus-Funktionen sind die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Winkelfunktionen. Da die
Trigonometrischen Winkelfunktionen periodisch sind, kdnnen diese nicht vollstandig invertiert
werden. Wird die Funktion auf ein Monotonie Intervall reduziert, kann diese jedoch invertiert

werden.

Blau: y = f(x) = arc sin(x)
Rot: y = f(x) = arc cos(x)
Griin: y = f(x) = arc tan(x)

Violett: vy =f(x) = arc cot(x) = arc tan(x)"-1

150

100 +

30 1

-50 4

-100

-150 1

L B o o o o o L B
-1.50 -1.00 -0.50 0.00 0,50 1.00 1.50

Intervall x-Achse: [-1.5; 1.5]
Intervall y-Achse: [-180°; 180°]
Raster x-Achse: 0.5
Raster y-Achse: 15°

3.0+

2.0

0.0

-2.04

-3.04

Intervall x-Achse:
Intervall y-Achse:
Raster x-Achse:
Raster y-Achse:

L e o B B
-1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 1.50

[-1.5; 1.5]

[-t rad; Tt rad]
0.5

/12 rad
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4. Goniometrie

In der Goniometrie geht es um Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen.

4.1. Grundlagen

Vom Einheitskreis her sind folgende Beziehungen bekannt

sin?(a) + cos?(a) = 1 Pythagoras am Einheitskreis

= sin(a) = /1 — cos?(a)
= cos(a) = /1 — sin?(«)

sin(a) __ _ GKH _ GK

GK
_ " . . . T _ GKH _ GK _
tan(a) os(a) Ahnlichkeit; Beweis: cos(@ ~ 2K~ Ak AR tan(a)
cos(a) . 1 28 AKH _ AK
cot(a) = sin(e) Herleitung: o %—K = e = ok
tan(a) - cot(a) = 1 Beweis: tan(a) - cot(a) = % . g =1

4.2. Additionstheoreme

Additionstheoreme

sin(a + B) = sin(a) - cos(B) + cos(a) - sin(B)

sin(a — B) = sin(a) - cos(B) — cos(a) - sin(B)

cos(a + B) = cos(a) - cos(B) — sin(a) - sin(B)
cos(a — B) = cos(a) - cos(B) + sin(a) - sin(B)

tan(a) + tan(p)

tan(a + B) = T— tan(a) - tan(B)
_ tan(a) — tan(B)
tan(a — B) = 1 + tan(a) - tan(f)
B cot(a) - cot(B) — 1
cot(a+ ) = cot(a) + cot(B)
cot(ax — B) = cot(a) - cot(B) + 1

cot(a) — cot(B)

4.3. Winkelfunktionen des doppelten Winkels

Winkelfunktionen des doppelten Winkels

sin(2a) = 2 - sin(a) - cos(a)

cos(2a) = cos?(a) — sin?(a)
cos(2a) = 2 - cos?(a) — 1

cos(2a) =1 — 2 - sin?(a)

2 -tan(a)
tan(Za) = Tﬂz(a)
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4.4. Winkelfunktionen des dreifachen Winkels
Winkelfunktionen des dreifachen Winkels

sin(3a) = sin(2a + a)

sin(3a) = 3 - sin(a) — 4 - sin3(a)

cos(3a) = 4 - cos3(a) — 3 - cos(a)

3 - tan(a) — tan3(a)

tan(3a) = 1 - 3-tan?(a)

4.5. Winkelfunktionen des halben Winkels

Winkelfunktionen des halben Winkels
Loy ,1 — cos(a)
sin (E) = —2
oy |1+ cos(a)
cosz)= Tz
o 1—cos(a) 1-— cos(a) sin(a)
tan (—) = = - =
2 1+ cos(x) sin(a) 1 + cos(a)

4.6. Summen und Differenzen der Funktionen zweier Winkel

Falls die Summe/Differenz zweier Winkel gleich 0 ist, kann keine eindeutige Losung mehr gefunden wer-
den. Werden die Summen/Differenzen in eine Produkt umgewandelt, dann konnen wieder beide Falle
(Faktur 1 resp. Faktur 2 = 0) gefunden werden.

Summen und Differenzen der Funktionen zweier Winkel

sin(a) + sin(B) = 2 - sin (a - B) ‘- COS

(
sin(a) — sin(B) = 2 - cos (OHZ_ B) sin (“; B)

cos(a) + cos(B) = 2 - cos (a; ) o8 a; :
cos(a) — cos(B) = —2 - sin (“; B) sin (“; B)
_ sin(a+B)
tan(a) + tan(B) = cos(a) - cos(B)
sin(a — B)

tan(a) — tan(B) = —

cos(a) - cos(PB)

Summen der Funktionen dreier Winkel

sin(a+|;)+sin(y):2_sin<a+;+6)_cos<a+;—ﬁ)
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4.7. Herleitung: sin(3a)

Herleitung: sin(3a) = 3 - sin(a) — 4 - sin’*(a)

sin(3a) = sin(2a + a)
= sin(2a) - cos(a) + sin(a) - cos(2a)
= 2+ sin(a) - cos(a) - cos(a) + sin(a) - (cos?(a) — sin?(a))
= 2+ sin(a) - cos?(a) + sin(a) - cos?(a) — sin3(a)
= 3-sin(a) - (1 — sin?(a)) — sin3(a)
= 3 sin(a) — 3 - sin®(a) — sin3(a)

= 3-sin(a) — 4 - sin3(a)

In dhnlicher Weise kdnnen die weiteren Beziehungen fiir 3-fache Winkel hergeleitet werden.
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4.8. Goniometrische Gleichungen
Goniometrische Gleichungen sind Gleichungen, in denen die Losungsvariable als Argument von Winkel-
funktionen vorkommen.

4.8.1. Grundlagen, Reduktionsformeln
Siehe Grundlagen der Goniometrie sowie die Additionstheoreme. Im weiteren missen wir oft Redukti-
onsformeln zum Auffinden von weiteren Lésungen anwenden, so z.B.:

sinx = sin(180° - x) = X; = 180°-x;
cos x = cos(360° - x) = X; = 360°-x;
tan x = tan(180° + x) = X, = 180° +x;

4.8.2. Schritte zum Auflosen goniometrischen Gleichungen
Nicht alle Gleichungen kdnnen mit einer einheitlichen Losungsstrategie geldst werden.

Vereinheitlichung der Argumente.

Alles in Sinus, Kosinus oder Tangens schreiben.

In die Form T4(x)-T»(x) = 0 bringen.

T1(x) = 0 und T,(x) = 0 getrennt weiterrechnen (untersuchen).

Bestimmung des zugehorigen Winkels mit der Arkusfunktion.

o Bl e B9 e

Bestimmen weiterer Losungen mithilfe der Reduktionsformeln oder den Gra-
phen.

4.8.3. Verschiedene Aufgaben
Musterbeispiel 1

Aufgabe:
Losen Sie die Gleichung sin(x — 15°) =0.2831 nach x € G = {x | 0° < x < 360°} auf.

Ldsung:
Wir substituieren zuerst: z = x — 15°

Also: sin(z) =0.2831 = z =arcsin(0.2831) = z; = 16.45° (mit dem Taschenrechner)

Der Taschenrechner liefert nur eine Losung. Die restlichen erhalten wir durch Gberlegen und/oder mit
den Reduktionsformeln: sin(z) = sin(180° -z) = z, =180°-2z,=180°-16.45° = 163.55°
Ricksubstitution: x; =z; + 15°=16.45° + 15° = 31.45° und x, =z, + 15° = 163.55° + 15° = 178.55°

Resultat:
L ={31.45° 178.55°}

Musterbeispiel 2

Aufgabe:
Finden Sie samtliche Losungen der Gleichung cos*(x) = 0.1444 mit x € G = {x | 0° < x < 360°.

Losung:

cos?(x) = 0.1444 = cos(x) = +V0.1444 = +0.38

Fall 1: cos(x) = +0.38 = x; = arc cos(0.38) =67.67° X2 = 360° - x; =360° - 67.67° = 292.3°
Fall 2: cos(x) =-0.38 = x3 =arc cos(-0.38) =112.3° X4 =360° - x3=360°-112.3°=247.7°

Resultat:
L={67.67°;112.3°; 247.7°; 292.3°}
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Musterbeispiel 3
Aufgabe:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung sin(x) = cos(x) + 1 mit x € G ={x | 0° < x < 360°}.

Losung:

sin(x) =+/1 —cos?(x) = /1 —cos?(x) =cos(x)+1

Durch Quadrieren entsteht eine quadratische Gleichung, die wir durch eine Zerlegung in Faktoren |6sen:

1 —cos’(x) = (cos(x) + 1)> = 1—cos’(x) = cos’(x) +2 - cos(x) + 1 = 0=2-cos’(x) + 2 - cos(x) =
cos’(x) + cos(x) =0 = cos(x) - (cos(x) + 1) =0

Fall 1: cos(x) =0 = x; =arccos(0) =90° x, =360°-x; =360°-90° =270°

Fall 2: cos(x) + 1 =0 = cos(x) =-1 = x3=arccos(-1) = 180°

Da das Quadrieren eine Gewinnumformung ist, muss die Probe durchgefiihrt werden:

X1 =90° sin(x) = cos(x) + 1 sin(90°) = cos(90°) + 1 1=0+1VY

X, = 270° sin(x) = cos(x) + 1 sin(270°) = cos(270°)+1 -1# 0+ 1 x = keine Losung!!!
X3 = 180° sin(x) = cos(x) + 1 sin(180°) = cos(180°)+1 0=-1+1VY

Resultat:
L={90°; 180°}

Musterbeispiel 4
Aufgabe:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung sin(2x) = sin(x) mit x EG={x | 0° < x < 360°}.

Lésung:
sin(2x) = 2 - sin(x) - cos(x) [Siehe 4.3. Winkelfunktionen des doppelten Winkels]

Also: 2 - sin(x) - cos(x) = sin(x) = 2 - sin(x) - cos(x) - sin(x) =0 = sin(x) - (2-cos(x)—1)=0
Fall 1: sin(x) =0 = x; =0°, x, = 180° und x3 = 360° [!!!]
Fall 2: 2-cos(x)-1=0 = 2-cos(x)=1 = cos(x) =0.5 = x4 =60° und x5 = 300°

Resultat:
L ={0°; 60°; 180°; 300°; 360°}

© Felix Rohrer
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5. Vektorgeometrie

Ein Vektor ist festgelegt durch eine Ldnge (Grosse) und eine Richtung.

Freie Vektoren
Sie beschreiben Merkmale,
bei denen es nur auf Grosse und Richtung ankommt

Ortsvektoren
Sie beschreiben Merkmale,
bei denen es auf Grésse, Richtung und Anfangspunkt ankommt

5.1. Grunddefinition

Unter einem Ortsvektor V versteht man eine Strecke, bei der der eine der beiden Be-
grenzungspunkte als Anfangspunkt P, der andere Endpunkt Q festgelegt ist.

—_—

Man schreibt: V. = PQ

Unter dem Betrag eines Vektors v = ﬁi versteht man die Lange der Strecke PQ.

Man schreibt: |V]|

Der Vektor BA ist der Gegenvektor vom Vektor AB.

Der Nullvektor ist der Vektor, dessen Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen.

Der Nullvektor hat keine Lange, d.h. der Betrag ist Null: |6| =0
Da der Nullvektor ein Punkt ist, und ein Punkt keine Richtung hat, hat der Nullvektor
auch keine Richtung. Er ist dadurch zu allen Vektoren senkrecht sowie auch parallel.

freier Vektor Ortsvektor
= Richtung = Richtung
= Betrag = Betrag

= Anfangspunkt
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5.2. Grundrechenarten
5.2.1. Addition von Vektoren

Die Addition von Vektoren

Es seien 3 = OP und b = 0Q zwei Vektoren.

Dann setzt man @ + b = OR wobei R der 4.
Eckpunkt des Parallelogramms mit den weite-
ren Ecken O, P, Q ist.

Rechengesetze

Kommutativgesetz 3+b=b+3

Assoziativgesetz (5’ + B) +¢=3a+ (E + ¢
Neutralelement a+0=0+3=3

Inverselement id+(—3)=0 und (-3)+3=0

5.2.2. Subtraktion von Vektoren

Die Subtraktion von Vektoren

Ortsvektoren:

a—b=3a+(-b)
D.h. Vektor E wird subtrahiert
indem —B addiert wird.
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5.2.3. Multiplikation mit einer Zahl

Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl

Der Betrag einer Zahl a
a, fuira<ao
la| =4 O, fira=20
—a, fira=0

r - a = r-facher Vektor a

r > 0: r-d = r — facher Vektor a mit gleicher Richtung und Orientierung wie a

r=0:r-3=0-a=0

r < 0: r-a = |r| - —facher a mit umgekerhter Orientierung wie a
Rechengesetze

-

)} r-(5’+g)=r-3+r-b

N |(r+s)-a=r-a+s-a

m) | (r-s)-a=r-(s-a)

v) |1-3a=2a

-

V) |—1-3a=-4a

55
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5.2.4. Beweise mit der Vektorrechnung durchfiihren

Beispiel 1

Beweisen Sie, dass die Mittenlinie (Verbindung zweier Seitenmittelpunkte) in einem allgemeinen Drei-
eck parallel zur Grundlinie und halb so lang wie diese ist.

C

A

Bezeichnungen:

e 3=CB
e b=AC
e d=EF Der Punkt E befindet sich in der Mitte von AC, der Punkt F in der Mitte von CB.
Folgerungen:
e ¢=AB=b+3
. AE=EC=15
— _ 1_)
e CF=FB= 54
Zu zeigen:
1) d||
— 1,5
- |dl =l

Diese beide Bedingungen werden mit der Gleichung d= %E erfullt.

Beweis 1. Variante:
Im oberen kleinen Dreieck gilt: d = %B + %5 = %(E +3) = %E ged.

Beweis 2. Variante:

Im unteren Teil, Trapez gilt: d = —%E +¢— %5

Es gilt (siehe ,Folgerungen®): ¢ = b + 3

—

A|SO:a>=—ll_))+l_))+3—la= l§+lg=_ a+B’)_ qed.
2 2 2 2 2
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Beispiel 2
Zeigen Sie, dass in einem Dreieck, die Schwerelinien sich im Verhaltnis 2:1 teilen.

C

A

Bezeichnungen:

Der Punkt E befindet sich in der Mitte von AC.

Der Punkt F befindet sich in der Mitte von CB.

Somit gilt das Gleichungssystem: 1) G + y) =1
n(x+%) =1

Welches die Losungen x =y = 2 hat. Und damit haben wir es bewiesen.
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5.3. Skalarprodukt

Fiir 3,b € R™ wird das Skalarprodukt 3 - b wie folgt definiert.
a-b = 3| |b| cos(p)

Wobei ¢ der Winkel zwischen @ und b ist.

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren ergibt eine Zahl (ein Skalar).

Rechengesetze

) |d-b=b-3d

1)) (r-ﬁ)-g=r-(§-g)=5-(r-g)

—

m |(A+b)-¢=3-¢+b-¢ und 3-(b+¢)=d-b+37-¢

@?* = [a°

Iv) |a-3a

—

a‘b=0 © 3 und B stehen senkrecht aufeinander oder mindestens einer der

V)
beiden Vektoren ist der Nullvektor.

Auf den Winkel aufgelost:

35) 51_)) al'b1+az'b2+a3'b3
cos(p) = resp. (¢ = arccos resp. ¢ = arccos

al- o al-[ol VA ¥ + a3 /b + b3 + b3

Beispiel: (5+f))2
(@+b)-(E+b)=3-¢+b-¢
[+

=3-(3+b)+b-(@+b)=3-d+3-b+b-d+b-b

=131*?+2-(3- B) + |l_))|2 =312 +2-]a|- |B| - cos @ + |l_))|2 und somit eine Zahl.
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5.4. Vektorprodukt

Das Vektorprodukt a X b der Vektoren E,B € R3 ist ein Vektor mit den 3 folgenden
Eigenschaften:

I) Richtung: 3 x b steht senkrecht auf der von 3@ und b aufgespannten Ebene.

-

Il) Orientierung: 3,b und 3 X b bilden in dieser Reihenfolge ein ,Rechtssystem®.
X

Ill) Betrag: |5 b| = |4] - |E| -sing Wobei ¢ der Winkel zwischen a und b ist.

Das Vektorprodukt von 2 Vektoren ist ein Vektor mit 3 speziellen Eigenschaften.

axb faxb

Rechengesetze

) |bx3a=—(ixb) (,Anti KG*)

I (r-ﬁ)xgzr-(é’xg):a’x(r-g)

-

M) | (3+b)xeé=dx¢+bx¢ und ax(b+¢)=3xb+ax¢

ixb=0 < 3 undbsind parallel, oder mindestens einer der beiden Vektoren ist

V)
der Nullvektor.
V) |ax3a=0
V) 13x0=0x3=0

Geometrische Interpretation des Vektorproduktes

Die Linge (resp. der Betrag) des Vektors a x b
entspricht der Fliche des durch die Vektoren a

|blsin @
~

und b aufgespannten Parallelogrammes.

Beispiele:

(ra) x (rE) =(d) x¢=r(@x¢ = r(ﬁ’x (rg)) = r(r(ﬁxg)) = rz(é’xg)
(ra) x (sg) =@a) xc=r(@axdc = r(é’x (SE)) = r(s(é’xg)) = rs(é’xl_;)
(3+b)- (A-b) = a* — b2

(3+b)x (3—b) =-2(xb) = 2(b x 3)

(@-b)x(E-b)=¢xe=0
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5.5. Spatprodukt

Spatprodukt (Gemischtes Produkt)

Das Spatprodukt |(V X W) - U] der Vektoren u
U,V,w € R3 entsprechen dem Volumen des By
von ihnen aufgespannten Parallelepipeds. w

v

Die Lange (in LE) des Vektors |¢| = |(V X W)| entspricht der Fliche (in FE) der Grundfliche.
Mit dem Skalarprodukt |¢ - U| = |(V X W) - U] haben wir nichts anderes gemacht als Grundfliche mal
Hohe und somit genau das Volumen dieses Parallelepipeds.
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5.6. Vektorrechnung mit Koordinaten in R?

Kartesisches Koordinatensystem

Wir wahlen im Raum einen Nullpunkt 0 und ein kartesisches

Koordinatsensystem mit x-, y und z-Achse.

Die Orientierung wird mit der "Rechte-Hand-Regel" ge-

macht: der Daumen der rechten Hand zeigt in Richtung der
x-Achse, der Zeigfinger in Richtung der y-Achse somit muss

die z-Achse in Richtung des Mittelfingers zeigen.

5.6.1. Einheitsvektoren

Kartesisches Koordinatensystem

Die folgenden Ortsvektoren werden Einheits-
vektoren genannt:

. 1
1) i=0l=¢; =0
0

Eigenschaften der Einheitsvektoren

- Die Einheitsvektoren haben die Lange 1.

- Sie stehen paarweise senkrecht aufei-
nander.

1= =7 J=P=k-k=k*=1

-

5.6.2. Komponenten eines Ortsvektor

Komponenten und Koordinaten des Ortsvektors

X=a-T+b-j+c-K
Die Zahlen a, b und c heissen Komponenten

des Ortsvektors ¥ = OP

Die Zahlen a, b und c sind aber auch die Koor-
dinaten des Punktes P(a,b,c).

P(a,b,c)

5.6.3. Komponenten des freien Vektors

Komponenten und Koordinaten des freien Vektors

Der freie Vektor s = aﬁ wird mit den gleichen
Komponenten beschrieben wie sein entspre-
chender Ortsvektor, der vom Nullpunkt aus
geht.
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5.6.4. Rechenregeln fiir Vektoren (Ortsvektoren und freie Vektoren)

a b, Cq
Gegeben seien die Vektorena = (az>, b= (bz) und ¢ = (Cz>.

as b C3

a, b, a; +b,
1) a+b= (az> + <b2> = (az + b2> R™
ds b3 ds + b3
a1 b, a; — by
”) 5 —b= <a2> - (bz) = (az - bz) R
a3 b3 a3 — b3
bl r- al
1) r-§=r-<b2>=(r'az> reR R
b3 r: a3
IV) 5'E=al'b1+az'b2+a3'b3 RH
az ' b3 - a3 - b2
V) 5Xb=<ag'b1_al'b3> RB
a; by —a; by
VI)  Die Lange des Vektors |a| = \/a? + a2 + a2 R™
VIl)  Der Kosinus des Winkel zwischen den Vektoren ist gegeben durch: R
31_)) al'bl + az'bz + a3'b3
cos(@) = Bl 2 2 2 2 2 2
3l - [b| /a2 +aZ+a%:\/b2+ b2+ b2
VIII) Der Einheitsvektor in Richtung a: R"

-

d
El

—

de

€1 a, *bs —asz-b,
IX) E'(é_l)Xb)=<C2>'(a3'b1—a1'b3) RB

C3

resp. (5’)(1_))) ¢ =

a; *b, —ay by

5 c; a; by
Det(¢db)=|c; a, b,
C3 az bs

© Felix Rohrer
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5.6.5. Verschiedene Aufgaben

Aufgabe 1:
8
In welchen Punkt wird der Punkt A(5/-1/0) bei der Verschiebung um p = (—7) verschoben?
-3

Lésung:

/5 5 8 13
3=0A= (—1) = d+P= (—1) + (—7) = (—8) = B(13/-8/-3)
0 0 -3 -3

Resultat:
In den Punkt B(13/-8/-3).

Aufgabe 2:
3 —4
Welcher Winkel ist zwischen den Vektoren ¥ = ( 2 > unds = ( 2 ) ?
1.5 -2
Loésung:
51_)) < al'b1+az'b2+a3'b3 >
¢ = arccos| ———=-| = arccos
13| - | Ja? +aZ +a%-/b? +bZ+b3?
( 3:—4+2-2+15--2 ) ( -11 ) 125.098°
@ = arccos = arccos | ———| = )
V32422 +1.52-/(—=4)? + 22 + (—2)2 V15.25 - /24

Resultat:
Der Winkel zwischen den Vektoren T und § ist 125.098°.

Aufgabe 3:

3 —4
Stehen die zwei Vektoren I = < 2 ) undq = < 3 ) senkrecht aufeinander?
1.5 4

Losung 1:
r-q=r;-qi+ry-qy+r3-q3=3-(—4)+2-3+ 1.5-4 = 0 (vgl. 5.3 Rechengesetze V))

Lésung 2:
a-b

Zwischenwinkel rechnen: ¢p = arc cos (W) = der Winkel betragt 90°

Resultat:
Die zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander.

Aufgabe 4:
Wie weit sind die Punkte P(1/4/-4) und T(-5/1/-2) auseinander?

Losung:

1 -5 6
§=P—T=<4)—<1>=<3):3=|§|=\/a§+a§+a§=\/62+32+(—2)2=7[LE]
—4 -2 -2

Resultat:
Die Punkte sind 7 [LE] auseinander.
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Aufgabe 5:
Welchen Flacheninhalt besitzt das Dreieck, das durch die Punkte Q(-2/-1/4), R(0/1/1) und S(-4/-2/0) ge-
bildet wird?

—4 — -3--1 ~11
=(-3-—2 — 2-—4 |=| 14 |=¢
2:=1 — 2--2 2

_laxb[_17.92 _ 8.96 [FE]
2 2
Lésung 2:
b |3l - |b] - sin(¢) _ V17 V26 - sin(58.45°)  8.96 [FE]
2 2
Resultat:

Die Flache des Dreiecks betragt 8.96 [FE]

Aufgabe 6:
Wie lautet die allgemeine Formel zum Bestimmen des Mittelpunktes einer Geraden?

Resultat:
—_— 1 — —
OM = —- (0A + OB)

oder M

1 —
R{:E(é)-i-b) 0 b

Aufgabe 7:
Liegt der Punkt C(-8/8/-6) auf der Geraden durch die Punkte A(-2/5/-4) und B(10/-1/0)?

Lésung 1:
Der Punkt C liegt auf der Geraden wenn die drei Punkte resp. die zwei daraus gebildeten Vektoren linear
abhangig sind.

., _, [~8 —2 -6\ . _. _ . [10 -2 12
5=OC—OA=<8>—(5)=<3> b=0B—0A=<—1>—<5>=<_6>
—6 —4 -2 0 —4 4

-8\ /10\ [-18 .
¢c=0C-0B=(8 |-(-1]= 9 = 3d:(=2) =b und a-3 == linear abhingig!
—6 0 —6

Lésung 2:
Wenn der Betrag des Vektorproduktes, der beiden Vektoren, 0 ist liegen die Punkte auf einer Geraden.

Resultat:
Ja, der Punkt C(-8/8/-6) liegt auf der Geraden durch die Punkte A(-2/5/-4) und B(10/-1/0)
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Aufgabe 8:
Bilden die Punkte A(6/-3/4), B(2/7/-5) und C(-4/22/-18) ein Dreieck?

Losung:
Wenn zwei aus den 3 Punkten gebildeten Vektoren linear abhangig sind, so liegen die 3 Punkte auf einer

Geraden, ansonsten bilden sie ein Dreieck.

—4 6 —10 2 6 —4
5=6€—ﬁ=<22 )—(—3>=<25> B’=6§—&\’=<7 >—<—3)=<10)
—18 4 —22 -5 4 -9
—4 2 —18
¢=0C—0B= < 22 ) —< 7 > = ( 9 ) = 3, bund ¢ sind NICHT linear abhingig = Dreieck
—18 -5 —6
Resultat:
Ja, die drei Punkte A(6/-3/4), B(2/7/-5) und C(-4/22/-18) bilden ein Dreieck.

Aufgabe 9:
Bestimmen Sie den Punkt D so, dass ABCD ein Parallelogramm ist.

A(4/0/0), B(-7/0/6), C(3/8/-2)

Lésung:
Im Parallelogramm werden die Ecken im Gegenuhrzeigersinn angeschrieben. Somit miissen fiir das Pa-

rallelogramm folgende Bedingungen erfillt sein: AB = DC und AD = BC.

Y o A2 NS 6
BA=0B—OA=(0)—<O>=<0)
6 0 6

(3 ~11\ /14
OD=OC—BA=<8>—(O>=<8> = D(14/8/-8)
~2 6 -8

Resultat:
Der Punkt lautet: D(14/8/-8).

Aufgabe 10:
a) Beweisen Sie, dass das Viereck A(6/4/-3), B(8/9/11), C(-2/-1/16) und D(-4/-6/2) ein Rechteck ist.
b) Berechnen Sie die Flache mit der normalen Flachenformel.
c) Berechnen Sie die Flache mit dem Vektorprodukt ohne Koordinaten.
d) Berechnen Sie die Flache mit dem Vektorprodukt mit Koordinaten.

Ldsung:
a) Zu zeigen, dass alle Winkel 90° betragen; d.h. AB-AD = 0, AB-BC = 0, BC-CD = 0 und
AD - CD = 0 und |E| = |ﬁ|
b) F = |AB|- |AD| = v225 V225 = 225
¢) F=|ABx AD| = [AB|- |AD| - sin(a = 90°) = |AB| - |AD| = V225 - V225 = 225
165
(_150)
30

d) F=|ABxAD| = = 225
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5.7. Geradengleichung in R?

Geradengleichung in der Ebene

4y Explizite Darstellung: (y = ...)

U(2:5) y=mx+Db
\/

</
. Q1:2) Implizite Darstellung: (... = 0)

A'x + B-y + C=0

Y

0
|
\,\\ * | | Parameterdarstellung:
P@-1)
N

r= r + t- (—_B)
. ; o
T(2-5) o/é\\ S(3;-4) Ortsvek -
\ MUSWELSHO Richtungsvektor

Von einer Geraden seien 2 Punkte gegeben. Z.B. P(2/-1) und Q(1/2).

Fakt 1: Durch Anwenden der 2 Punkte-Gleichung (% = %) kann die (explizite) Darstellung
2741 A1
der Geradengleichung hergeleitet werden, sie lautet: y = -3x + 5

Fakt 2: Die Gl. 3x + y— 5 =0 oder 6x + 2x — 10 = 0 beschreibt ebenfalls die Gerade y = -3x + 5.

Definition:  Ax + By + C = 0 heisst Koordinatengleichung der Gerade, es ist eine implizierte Darstellung
der Geradengleichung.

Fakt 3: Man kann 2 beliebige Punkte auf der Gerade wahlen (z.B. P(2/-1) und Q(1/2)) und deren
Ortsvektoren betrachten. Die Subtraktion der 2 Ortsvektoren ergeben einen Richtungs-
vektor der Geraden: PQ = —OP + 0Q = 0Q — OP
5R_arn Ao (1 2\ _( 1-2 1\ _ (-1
Q‘OQ_OP‘(2)_(—1)_(2—(—1))_(3)

Fakt 4: Man kann jeden beliebigen Punkt X auf der Geraden beschreiben mit 0X = 0P +t- WQ

Folgerung: Die Parametergleichung der Geraden: F = OP +t- Wﬁ

. . . . . = 2 . _1
Im Beispiel resultier die Gleichung: r = (_1> +t ( 3 )

Bemerkung: Es gibt natlirlich unendlich viele versch. Parametergleichungen, denn jeder Punkt der Ge-
raden kann Ausgangspunkt sein. Zudem gibt es unendlich viele mogliche Richtungsvekto-
ren. Sie unterscheiden sich aber nur in der Lange und Orientierung, nicht aber in der Rich-
tung.

(BY . .. . A

Fakt 5: Sei (—A) ein Richtungsvektor der Parametergleichung, dann steht der Vektor (B) senk-
recht auf dem Richtungsvektor; es ist ein Normalenvektor der Geraden (d.h. der Norma-
lenvektor steht senkrecht zur Geraden).

Im Beispiel ist der Vektor (3) ein Normalenvektor der Geraden: r = ( 2 ) +t- (_1).
1 -1 3
. B A\ .
Bemerkung: Mit dem Berechnen des Skalarprodukts (—A) : ( ) =B-A+ (—A) - Bist das schnell

B
gezeigt.
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5.7.1. Zusammenstellung der verschiedenen Gleichungen und Angaben
1) Explizite Darstellung der Geradengleichung lautet: y =-3x + 5

2) Eine implizite Darstellung der Geradengleichung lautet: 3x + y—5=0

3) Eine Parameterdarstellung der Geradengleichung lautet: t = ( 21) +t- (_31)

4) Ein Normalenvektor der Geradengleichung lautet: (i)

Fazit: Betrachten wir die implizite Darstellung der Geradengleichung Ax + By + C=0.

i) Die explizite Form lautet dann:y = — %X - %

. . " A

ii) Ein Normalenvektor kann sofort abgelesen werden, namlich: (B)

- —B B

iii) Ein Richtungsvektor lautet dann ( A ) resp. (—A)

. . . . - —_ _B

iv) und somit die Parametergleichung: r =g + t- ( A )
5.7.2. Beispiele Parametergleichung
Frage 1: Wie bestimmt man aus 2 Punkten eine implizite Form der Geradengleichung?
Antwort: Man berechnet aus den 2 Punkten die explizite Form (siehe Fakt 1) und formt sie um.
Frage 2: Wie bestimmt man die Parametergleichung ¥ =g + t - (_AB)?

Antwort: Ortsvektor Ty bestimmen:
Man kann von einem der beiden gegebenen Punkte den Ortsvektor nehmen.
Eine andere Moglichkeit ist, dass in der (impliziten oder expliziten) Geradengleichung ein
beliebiges x eingesetzt und das zugehorige y berechnet wird. Von diesem Punkt nehmen
wir dann der Ortsvektor. Z.B. y = -3x + 5, wir wahlen x = 10, dann ist y = -25 und somit lau-

tet der Ortsvektor g = (_1205)

Richtungsvektor (_AB> bestimmen:

Aus der impliziten Geradengleichung kann direkt A resp. B abgelesen werden:

Normalenvektor Richtungsvektor
Ax+By+c=0 = ax+ty=5=0 = (g)=(3) =(3)=(5)
Somit lautet die Parametergleichung T = (_1205) +t- (—31)
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Frage 3: Angenommen die Parametergleichung einer Geraden sei gegeben, wie bestimmt man die
implizite resp. explizite Form der Geradengleichung?

Antwort: Dazu gibt es 2 Moglichkeiten. Betrachten wir diese an der Parametergleichung
- _ (10 (2
E= (_25) +t (_6).

X
Losung 1: Wir schreiben die Parametergleichung detaillierter auf: (y)

10 2
(o5)+t (%)
Daraus folgen die 2 Gleichungen:
) x=10+ 2t
Il)y=-25-6t
Mit der Additionsmethode kann t eliminiert werden (in diesem Beispiel wird |) mit 3 mul-
tipliziert und zur Gleichung Il) hinzu addiert).
Es Resultiert: 3x + y =5 resp. y = -3x + 5 (explizite Form) resp. 3x + y — 5 = 0 (implizite
Form), was mit unserer Ausgangsgleichung libereinstimmt.

Losung 2: Aufgrund der Parametergleichung kennen wir einen Normalenvektor (vgl. Fakt 5): (:g)

Somit lautet die implizite Form der Geradengleichung wie folgt: -6x —2y + C=0.

Durch Einsetzen eines Punktes, z.B. (10; -25), kdnnen wir C bestimmen:

-6-10—-2 - (-25) + C=0daraus folgt: C = 10.

Also lautet die implizite Form: -6x — 2y + 10 = 0 resp. durch die Division mit (-2) lautet sie
3x +y—5 =0, was wiederum mit unserer Ausgangsgleichung lbereinstimmt.

5.7.3. Hesse’sche Normalenform

Ax+By+C
Die Gleichung WYBZ = (0 heisst Hesse’sche Normalenform der Gerade.

Wird die Gleichung erflllt, liegt der Punkt auf der Geraden,
andernfalls resultiert der Abstand zur Geraden (inkl. auf welcher Seite).

Die Gleichung wird genau von den Punkten erfillt, die auf der Geraden (welche die Gleichung be-
schreibt) liegen.

Liegt der Punkt nicht auf der Geraden, so liefert die Hesse’sche Normalenform den Abstand vom Punkt
zur Geraden. Das Vorzeichen gibt an, ob der Punkt auf der Seite der Geraden liegt, in deren Richtung der
Normalenvektor zeigt, oder ob er auf der anderen Seite der Geraden liegt.

Fortsetzung des Beispiels (vgl. 5.7. Geradengleichung in R?)
. . e . . V3x+y-5 3x+y-5
Wir betrachten die Geradengl. 3x + y — 5 = 0 und bestimmen die HN: Nl 0 resp. Vi 0

Wir testen die Punkte S(3; -4), T(2; -5) und U(2; 5).
3:3+(-4)-5 _ 9-9

Der Punkt S in die HN eingesetzt ergibt: ———— = = 0, somit liegt S auf der Geraden.

Vio V1o
o . 4. 324(=5)-5 _ 6-10 _ —4 _ - .
Der Punkt T in die HN eingesetzt ergibt: 5 S o T 1.265, somit liegt T nicht auf der

Geraden. Der Punkt T hat einen Abstand von 1,256 LE von der Gerade und liegt dem Normalenvektor
entgegengesetzt.

3:245-5 6 _— .
T ST 1.897, somit liegt U nicht auf der Geraden. Der

Punkt U hat einen Abstand von 1,897 LE von der Gerade und liegt auf der ,,positiven” Seite der Geraden.

Der Punkt U in die HN eingesetzt ergibt:
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5.7.4. Schnittpunkt von 2 Geraden

Das Bestimmen vom Schnittpunkt zweier Geraden, gegeben je durch eine Gleichung in der Form

y = ax + b wird in der Algebra Zusammenfassung im Kapitel 6. Lineare Funktionen, resp. 6.6. Schnitt-
punkt zweier Geraden behandelt.

Das Bestimmen vom Schnittpunkt zweier Geraden, die je durch eine Parametergleichung gegeben sind
kann wie folgt gelost werden.

Beispiel 1: Zwei sich schneidende Geraden

. . . = _ (1 (2 —_ (0 (1
Gegeben seien die zwei Geraden: r{ = (7) +t ( 3 ) undr, = (_2) +s (2)
Da die zwei Richtungsvektoren nicht kolinear sind, also nicht durch Multiplikation einer Zahl ineinander

Uberfiihren lasst, missen die 2 Geraden einen Schnittpunkt haben.

Die Parametergleichungen detaillierter aufgeschrieben:

x 1 -2 x 0 1
(y) = (7)+t'( 3 ) reSp'(y) = (—2)+S'(2)
Daraus folgen die 2 Gleichungen:

) 1-2t=0+s
) 7+3t=-2+2s

Durch Losen des Gleichungssystem erhalten wir t =-1 und s = 3. In die Parametergleichungen eingesetzt,
ergibt in beiden Fallen den Punkt V(3; 4), den Schnittpunkt der beiden Geraden.

Beispiel 2: Zwei parallele Geraden

= (;) +t- (_32) und T, = (_02) +s- (_32) (Beide Geraden haben den gleichen Richtungsvektor)

Daraus folgen die 2 Gleichungen:
) 1-2t=0-2s
) 7+3t=-2+3s

Beide Variablen fallen weg und es bleibt die unerfiillbare Aussage 17 = -4 Ubrig.

Beispiel 3: Zwei identische Geraden

I = (;) +t- (_32) und T, = (;3) +s- (_32) (Beide Geraden haben den gleichen Richtungsvektor)

Daraus folgen die 2 Gleichungen:
) 1-2t=-1-2s
) 7+3t=10+3s

Beide Variablen fallen weg und es bleibt die allgemeingiiltige Aussage 17 = 17 (brig.
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5.7.5. Verschiedene Aufgaben
Gegeben seien die zwei Punkte A(2/-2) und B(-4/1).

Aufgabe a) Bestimmen sie eine Parametergleichung der Geraden durch diese zwei Punkte.
Lésung a) ?=Q’+t-(_AB)

Punkt A als Ortsvektor verwenden: Tg = (_22) :

Richtungsvektor zwischen den Punkten A und B berechnen:AB = ( 4

2

1)-(5)
Die Parametergleichung lautet: ¥ = (_22) +t- (_36) resp.t = ( 2 ) +t- ( 1 )

Aufgabe b) Rechnen sie die Parametergleichung zu einer impliziten Form um.

Losung b) Ax + By + C = 0, Parametergleichung detailliert aufschreiben: ¥ = (_22) +t- (_12)

Gleichungssystem |6sen: (Variable t eliminieren)

) x=2-2t

Ny=-2+t

[) + 2 * II) ergibt: x + 2y = -2 Daraus folgt die implizite Form: x + 2y + 2 = 0.

Aufgabe ¢) Formulieren Sie nun die explizite Form.
Losung c) x + 2y + 2 =0 auf y auflésen ergibt die explizite Form:y = — %X - 1.

Aufgabe d) Bestimmen Sie aus der Parametergleichung einen Normalenvektor, und bestimmen Sie
danach die implizite Form. Vergleichen Sie das Resultat mit dem Resultat von b).

Losung d) Normalenvektor aus der Parametergleichung (Richtungsvektor (_12)) bestimmen:

n= (:%) resp.n = (;) und somit x + 2y + C = 0.

Durch Einsetzen von (z.B.) Punkt B ergibt das -4 + 2 + C=0, resp. C = 2 und somit die im-
plizite Form: x + 2y + 2 = 0.

Aufgabe e) Bestimmen Sie die Hess’sche Normalenform.
X+2y+2 X+2y+2
Y= — Ores Y2=0

Losung e) T = P

Aufgabe f)  Liegt der Punkt P(2/5) auf der Geraden, wenn nicht, welchen Abstand zur Geraden besitzt

er?
.. . . 2+2:5+2 14 . .
Losung f) P(2/5) in HN eingesetzt: r S5 6.261. Der Punkt liegt nicht auf der Geraden, er

hat einen Abstand von 6.261 LE.

Aufgabe g) Wie muss die x-Koordinate des Punktes Q(a/6) lauten, damit der Punkt auf der Geraden
liegt?

Losung g) Q(a/6) in HN eingesetzt: a+2\/'§6+2 = (0 ergibt die Gl. fira:a+ 14 =0 resp. a = -14.

Der Punkt Q(-14/6) liegt auf der Geraden.

Aufgabe h) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden mit der Geraden y = -3x + 5.

Losung h) Entweder fliihrt man beide Gleichungen auf die implizite Form, oder beide auf die para-
meterform. Nur so kann der Schnittpunkt berechnet werden.
Es resultiert der Schnittpunkt S(2,4/-2,2).
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5.8. Geradengleichungin R?

Geradengleichung im Raum

\JIZ

Eine Gerade im Raum kann nur mit der Pa-
rametergleichung beschrieben werden.

Es gibt weder die implizite noch explizite
Funktionendarstellung.

Y | | Im weiteren existiert auch kein Normalen-
vektor, sondern nur eine ganze Ebene die
senkrecht zur Geraden steht.

X

Von einer Geraden seien 2 Punkte gegeben. Z.B. P(1/3/-2) und Q(6/1/-1).

Fakt 1: Die Subtraktion der 2 Ortsvektoren ergeben einen Richtungsvektor der Geraden:
- -1 -2 -1-(-2) 1
Fakt 2: Man kann jeden beliebigen Punkt X auf der Geraden beschreiben mit 0X = 0P +t- ﬁi

Folgerung: Die Parametergleichung der Geraden: F = OP +t- Wj

1 5
Im Beispiel resultier die Gleichung: I = < 3 ) +t- <—2>
-2 1
Bemerkung: Es gibt natlirlich unendlich viele versch. Parametergleichungen, denn jeder Punkt der Ge-
raden kann Ausgangspunkt sein. Zudem gibt es unendlich viele mogliche Richtungsvekto-
ren. Sie unterscheiden sich aber nur in der Lange und Orientierung, nicht aber in der Rich-
tung.

5.8.1. Schnittpunkt von 2 Geraden
Beispiel 1: Zwei sich schneidende Geraden

1 5 1 -5
Gegeben seien die zwei Geraden: T; = < 3 ) +t- <—2> und T, = <2> +s- ( 3 )
-2 1 3 —6

Die Parametergleichungen detaillierter aufgeschrieben:

- -

Daraus folgen die 3 Gleichungen:
) 1+5t=1-5s
) 3-2t=2+3s
1) -2+t=3-6s5

Wir bestimmen aus den Gleichungen Il) & Ill) die Unbekannten t und s.
Mit 2 * lll) + Il) ergibt das -1 = 8 —9s und somit s = 1. Durch Einsetzen in Il) erhalten wir t = -1.

Ist die Gleichung I) ebenfalls giiltig fir s =1 und t = -1, so kénnen wir durch Einsetzen den Schnittpunkt
bestimmen. Gleichung 1) ist giltig fir s =1 und t = -1. Der Schnittpunkt wird durch Einsetzten vont = -1
resp. s = 1 in die entsprechende Parametergleichung bestimmt.

Resultat: S(-4/5/-3)
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Beispiel 2: Zwei identische Geraden

1 5 6 -5
Gegeben seien die zwei Geraden: 1] = ( 3 ) +t- (—2) undr, = ( 1 ) +s- ( 2 )
-2 1 -1 -1

Daraus folgen die 3 Gleichungen:
) 1+5t=6-5s
1) 3-2t=1+2s
My  -2+t=-1-1s

Wir bestimmen aus den Gleichungen 11) & Ill) die Unbekannten t und s. Mit 2 * IIl) + 1I) fallen beide Vari-
ablen weg und es bleibt die allgemeingiiltige Aussage -1 =-1.

Beispiel 3: Zwei sich nicht schneidende (= windschiefe) Geraden (eigentlich der Normalfall)

16 6 2 1
Gegeben seien die zwei Geraden: Ty =| 2 |+t -2 ]| undr, =| 4 |+s-| 2 |
5 =5 —27 -2

Daraus folgen die 3 Gleichungen:
) 16 +6t=2+s
1) 2-2t=4+2s
M)  5-5t=-27-2s

Wir bestimmen aus den Gleichungen Il) & Ill) die Unbekannten t und s. Mit Ill) + 11) lautet es:

7 — 7t =-23. Daraus kann man t bestimmen und durch Einsetzten s.

Wenn beide Werte in die Gleichung |) eingesetzt werden, sieht man, dass diese nicht giltig ist.
Somit sind diese 2 Geraden windschief, d.h. sie haben keinen Schnittpunkt.

5.8.2. Kiirzester Abstand von 2 windschiefen Geraden
Seien die 2 windschiefen Geraden gegeben durch:

T, =Tg; +t-3und T, =Ty, + s - b dann wird der kiirzeste Abstand d berechnet mit der Formel:

15 -l _|6x5): G- )
|3 x b |3 x D

Fortsetzung Beispiel 3:

16 2 14
ae(3)-(2)-G)
5 —27 32
6 1 14
(3><B)=<—2>—(2)=(7>=> [ax b| = V142 + 72 + 142 = V441 = 21
-5 -2 14
14\ /14
()G
14/ \32

|(@xb)- (o1 ~Toz)| _ 630
[axDb| 21

I[3,b, o1 — To)]| = |Ex b) - (o7 — Toz)| = =[14-14+7-(=2) + 14 - 32|

= [630| = 630

Somit betragt der kiirzeste Abstand d = =30 LE
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5.9. Ebenengleichungin R®

Ebenengleichung im Raum

h Z

_— Man kann jeden beliebigen
b Punkt X der Ebene beschrei-

A
@ ben mit:
\ OX=O0P+u-3a+v-b
0
1 1

Eine Parametergleichung der
_— || Ebene lautet:

— g

EbeneE _— r=rg+u-a+v-b

<V

P(1/ 4/ 3)

Beispiel: Gegeben sind die 3 Punkte A(1/4/3), B(3/1/-4) und C(3/7/8), gesucht eine Parametergleichung
der EbeneF=Tg+u-3a+v-b.

Der Punkt A soll die Rolle von P ibernehmen (natiirlich kdnnte man auch den Punkt B oder C nehmen).

1
Somit lautet der Ortsvektor T = (4)
3

Wir missen noch 2 (linear unabhangige) Vektoren bilden. Wenn die 3 Punkte A, B und C nicht auf einer
Geraden liegen kann ich damit 2 beliebige Vektoren bilden.

zB.a=AB = <—3> undb =AC = <3>
-7 5

1 2 2
und somit lautet eine Parametergleichung t = (4) +u- (—3) +v- (3)

3 -7 5
Bemerkung: Diese Parametergleichung ist selbstverstandlich nicht eindeutig!
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5.9.1. Der Normalenvektor und Koordinatengleichung der Ebene

Normalenvektor und Koordinatengleichung in der Ebene

Ein Vektor, der senkrecht zur Ebene E steht,
nennt man Normalenvektor ng zur Ebene E.

nE| Ist E: Ax + By + Cz + D =0, dann ist

A
ng = (B) ein Normalenvektor zur Ebene E.
C

E» Spannen die zwei Vektoren 3 und b die Ebene
E Ax + By + Cz + D = 0 auf, dann gilt:

)\z(é’xg):n_};’=<1§>

C

Beweis mittels Skalarprodukt

Der Normalenvektor steht senkrecht auf jede Richtung innerhalb der Ebene. Damit muss gezeigt wer-
den, dass das Skalarprodukt von ng mit zwei verschiedenen (also linear unabhéngigen) Richtungen
gleich Null ist.

Die Schnittpunkte der Ebene mit den Koordinatenachsen lauten:
SP mit x-Achse: S; = (—7 /0/0), da filr die x-Achse gilt: y =z=0
SP mit y-Achse: S, = (0/— 2 /0), da fiir die y-Achse gilt: x=2=0
SP mit z-Achse: S3; = (0/0/— %), da fir die z-Achse gilt: x=y =0
Nun kann man zwei (linear unabhdngige) Vektoren bilden:
o D/A _ /D/A
0 -D/C
Flr die Skalarprodukte gilt nun:

_ /A\ /D/A _ /A\ /D/A
Hg-slsz=(B)-(—D/B)=D—D=0undﬁg-sls3=<B)-< 0 >=D—D=0 ged.
C 0 ¢/ \-p/C

Fortsetzung Beispiel:
Gegeben sind die 3 Punkte A(1/4/3), B(3/1/-4) und C(3/7/8), gesucht die Koordinatengleichung der Ebe-
ne:A-x+B:y+C-z+D=0.

2
Von vorhin kennen wir: 3 = AB = (—3) und

b
-7

. 2 2 6 A
und wir wissen: A = (xb) = (—3) X (3) = (—24 =ng = (B)

-7 5 12 C
6 1 1 A

Wir dirfen vereinfachen: (—24) =6" (—4) =Tg = (—4) = (B)

12 2 2 C

undsomit: A-x+B-y+C-z+D=1-x+(—4)-y+2-z+D=0

Nun fehlt noch der Wert fiir D. Diesen erhalten wir, indem wir einen beliebigen Punkt in die , halbferti-
ge” Koordinatengleichung einsetzen.

Wir setzen den Punkt A(1/4/3) einund erhalten: 1-1+4+ (—4)-4+2:-34+4D=0 = D=9
Und somit haben wir die Koordinatengleichung E: x—4-y+2-z+9 = 0.
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5.9.2. Die Hesse’sche Normalenform und der Abstand eines Punktes zur Ebene

Hesse’sche Normalenform und Abstand eines Punktes zur Ebene

V4

Die Gleichung
€ Ax+By+Cz+D_0
VA? + B2 + (2
heisst Hesse’sche Normalenform der Ebene.

e Ergibt das Einsetzten eines Punktes in der HN =0, so liegt der Punkt in der Ebene.

e Ergibt das Einsetzten eines Punktes in der HN d > 0, so liegt der Punkt auf der glei-
chen Seite des Normalenvektors ng = (f;) mit Abstand d zur Ebene.
e Ergibt das Einsetzten eines Punktes in (;:er HN d <0, so liegt der Punkt auf der entge-
gengesetzten Seite des Normalenvektors ng = (g) mit Abstand |d| zur Ebene.
C

Fortsetzung Beispiel:
Gegeben ist die Koordinatengleichung der EbeneE: x—4-y+2-z2+9 = 0.
Gesucht der Abstand der Punkte Q(3/-1/-4), R(5/6/-7) und S(3/7/8) zur Ebene.

1. Schritt: Bestimmen der HN der Ebene:
N Ax+By+Cz+D x—-4-y+2-24+9 x—-4-y+2-2+9

VAZ+BZ+C2  \J12+(—D2+22 v21

2. Schritt: Einsetzten der Punkte:

Q(3/-1/-4):

x—4y+2-z+9 3-4-(-D+2-(-4)+9 8 _ 1746

V21 V21 V21

1

Der Punkt liegt also dem Normalenvektor ng = (—4) gleich gesetzten Seite der Ebene mit dem Abstand
2

1.746 LE zur Ebene.

R(5/6/-7): 5"“%257)” - %‘1‘ — —5.237

Der Punkt liegt also dem Normalenvektor ng entgegengesetzte Seite der Ebene mit dem Abstand 5.237
LE zur Ebene.

$(3/7/8): Lv:_fg” = %_1 =0

Der Punkt liegt auf der Ebene (es ist ja auch unser urspriinglicher Punkt C.)
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5.9.3. Spezielle Ebenen
Ebenen kdnnen beziglich des Koordinatensystems eine spezielle Lage einnehmen.

Die Ebenengleichung und die Spurgleichung (Gleichung der Schnittgerade der Ebene mit den Koordina-
tenebenen) lauten:

E ist parallel zur y-Achse

E ist parallel zur z-Achse

E ist parallel zur xz-Ebene

Ebenengl. Ax+Cz+D=0 Ax+By+D=0 resi‘.’;fl;?]st.
Spur xy-E x = konst. y=mx+q y = konst.

Spur yz-E z = konst. y = konst. y = konst.

Spur xz-E Z=mx+q x = konst. keine

E ist parallel zur x-Achse E ist parallel zur xy-Ebene E ist parallel zur yz-Ebene

Ebenengl. By+Cz+D=0 rescpz. :=Dk=o(r)15t. resA|:‘>).( >J<r|=3k=o(r)15t.

Spur xy-E x = konst. keine x = konst.

Spur yz-E z=my+q z = konst. Keine

Spur xz-E z = konst. z = konst. x = konst.

Die Parallelitat zu einer Koordinatenachse bedeutet, dass bezliglich dieser Achse keine Auslenkung vor-

liegt.

Deshalb ist der Koeffizient vor diesem Achsenparameter gleich Null; der Summand fallt also weg!
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5.10. Grundaufgaben Geraden sowie Ebenen in R?

Aufgabe 1: Geg.: 3 Punkte Ges.: Parametergleichung

Aufgabe 2: Geg.: Parametergleichung Ges.: Schnittpunkte mit Koordinatenachse
Aufgabe 3: Geg.: 2 Punkte Ges.: Liegen die Punkte in der Ebene

Aufgabe 4*:  Geg.: Koordinaten- / Parametergleichung Ges.: Normalenvektor

Aufgabe 5: Geg.: 3 Punkte Ges.: Koordinatengleichung

Aufgabe 6: Geg.: Koordinatengleichung Ges.: Schnittpunkte mit den Achsen

Aufgabe 7*:  Geg.: Koordinatengleichung Ges.: Parametergleichung

Aufgabe 8: Geg.: Parametergleichung, 1 Punkt Ges.: Koordinatengleichung + Punkt enthalt
Aufgabe 9*:  Geg.: Koordinatengleichung Ges.: Hesse’sche Normalenform

Aufgabe 10: Geg.: Koordinatengleichung, 2 Punkte Ges.: Liegen die Punkte in der Ebene, Abstand
Aufgabe 11*: Geg.: Koordinatengleichung, 1 Punkt Ges.: Fusspunkt des Lotes

Aufgabe 12*: Geg.: Gleichung, 1 Gerade Ges.: Schnittpunkt der Ebene mit der Geraden
Aufgabe 13: Geg.: 2 Koordinatengleichungen Ges.: Schnittgerade der beiden Ebenen
Aufgabe 14: Geg.: 2 Parametergleichungen Ges.: Schnittgerade der beiden Ebenen

* = mehrere Versionen der Aufgabenstellung

Aufgabe 1:
Gegeben: 3 Punkte A(3/0/6), B(6/-6/-4) und C(-2/-4/4)
Gesucht: Parametergleichung der Ebene

Losung:

. . 3 6—3 —-2-3 3 3 -5
r=ry+u-AB+v-AC=1{0 +u-<—6—0 +v|—-4-0]|= 0>+u- -6 |+v-|—4
6 —4—-6 4—6 6 -10 -2

Resultat:

3 3 5
Die Parametergleichung lautet: T = <O> +u- ( -6 > +v- (4)
6 —-10 2

Aufgabe 2:
Gegeben: Parametergleichung der Ebene, siehe Aufgabe 1

Gesucht: Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

Losung:
Schnittpunkt mit x-Achse: d.h.y=z=0

Die 3 Grundgleichungen:
) x=3+3u->5v
) y=0-6u-—4v
1) z=6-10u—-2v

Aus y =z =0 folgen die 2 Gleichungen:
1) 0-6u—4v=0
) 6—10u-2v=0
Daraus folgt u = 6/7 und v = -9/7, eingesetzt in 1) ergibt das:
)x=3+3u—-5v=3+3-(6/7)-5-(-9/7) =12
Resultat:
Somit lautet der Schnittpunkt mit der x-Achse P(12/0/0).

Analog fir die Schnittpunkte Q(0/-6/0) mit der y-Achse und R(0/0/8) mit der z-Achse.
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Aufgabe 3:
Gegeben: Die Punkte P(-10/-2/12) und Q(11/-2/3)
Gesucht: Liegen die Punkte in der Ebene von Aufgabe 1?

Lésung:
Fiir den Punkt P lauten die 3 Gleichungen:
) -10=3+3u—-5v

) -2=0-6u—4v
M)  12=6-10u-2v

Aus zwei Gleichungen u und v bestimmen und kontrollieren, ob die 3. Gleichung damit auch erfillt ist.

Fir P ist die 3. Gleichung auch erfillt, fiir Q nicht.

Resultat:
Punkt P liegt in der Ebene, Punkt Q nicht.

Aufgabe 4: Koordinatengleichung
Gegeben: Die Koordinatengleichung der Ebene
Gesucht: Ein Normalenvektor der Ebene

Lésung:
2
E: 2x—4y +3z—-24=0 Daraus folgt, dass ng = (—4) ein Normalenvektor ist, oder allgemein:
3
A
E: Ax+By+Cz+D=0 Daraus folgt, dass ng = | B | ein Normalenvektor ist.
C

Aufgabe 4b: Parametergleichung

4 1 -8
Gegeben: Die Parametergleichung der Ebene ¥ = <1> +u- ( 2 > +v: ( 1 )

2
Gesucht: Ein Normalenvektor der Ebene

Ldsung:
1 -8 -9
Vektorprodukt der zwei Richtungsvektoren:ng =| 2 | x| 1 |=1{ 30
-3 -6 17

Aufgabe 4c: Bezug zur Aufgabe 1

3 3 -5
Gegeben: Die Parametergleichung der Ebene I = <O> +u- ( —6 ) +v- (—4)

6 —-10
Gesucht: Ein Normalenvektor der Ebene

Lésung:
3 -5 —28 2
Vektorprodukt der zwei Richtungsvektoren: ng = ( -6 ) X (—4) = ( 56 ) =(-14)- (—4)
—-10 -2 —42 3
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Aufgabe 5:
Gegeben: 3 Punkte A(3/0/6), B(6/-6/-4) und C(-2/-4/4)
Gesucht: Die Koordinatengleichung der Ebene

Lésungsmethode 1:
Es ist zuerst die Parametergleichung zu erstellen (vgl. Aufgabe 1), dann daraus die Koordinatengleichung
erstellen.

Aus je zwei Gleichungen ist v zu eliminieren, dann aus den 2 ,,neuen” Gleichungen ist u zu eliminieren.
Die 3 Grundgleichungen:

) x=3+3u->5v

1) y=0—-6u—4v

1) z=6-10u-2v

Aus Il) und 1) sowie aus I) und lll) wird je v eliminiert:
la) y—2z=-12+14u
lla) 2x—5z=-24 +56u

Nun wird aus diesen beiden Gleichungen u eliminiert, es folgt die Gleichung: 2x —4y +3z-24=0

Lésungsmethode 2:
Wir kdnnen wiederum die Aufgabe 4a & 4c zu Hilfe nehmen.

3 -5 —28
Der Normalenvektor haben wir ja bereits berechnet: ng = ( -6 ) X <—4> = < 56 )
—-10 -2 —42
Mit Aufgabe 4a wissen wir, dass die Koordinatengleichung Ax + By + Cz + D = 0 nun wie folgt lautet:
(-28)x + 56y + (-42)z+ D = 0.

Um das D zu bestimmen miissen wir einer der 3 Punkte einsetzen. Nehmen wir den Punkt A(3/0/6),
dann lautet es: (-28) -3+ 56 - 0 + (-42) - 6 + D = 0 und auf D aufgel6st ergibt es D = 336.

Somit lautet eine Koordinatengleichung: -28x + 56y —42z + 336 =0
Dividieren wir noch mit (-14), dann erhalten wir: 2x—4y +3z-24=0

Resultat:
Die Koordinatengleichung lautet: 2x —4y +3z-24=0

Aufgabe 6:
Gegeben: Die Koordinatengleichung der Ebene E: 2x —4y +3z—-24=0

Gesucht: Die Schnittpunkte mit den Achsen

Lésung:
Fir den Schnittpunkt mit der x-Achse isty =z =0.

Dies in der Koordinatengleichung eingesetzt ergibt: 2x—4-0+3-0—-24=0resp.2x—24=0
Also x = 12 und somit den Schnittpunkt P(12/0/0).

Dito mit den anderen 2 Schnittpunkte.

Resultat:
Der Schnittpunkt mit der x-Achse lautet P(12/0/0), Q(0/-6/0) mit der y-Achse und R(0/0/8) mit der z-
Achse.

79 © Felix Rohrer



Mathematik Geometrie, Trigonometrie & Vektorgeometrie

Aufgabe 7:
Gegeben: Die Koordinatengleichung der Ebene: E: x—5y+z+9=0

Gesucht: Eine Parametergleichung der Ebene

Lésung:
Wie l6sen die Ebenengleichung nach z auf: z = -x + 5y — 9.

In dieser Gleichung kdnnen zwei Variablen ,frei” gewahlt werden. Wir wahlen x = u und y = v. Durch das
Einsetzen von x = u und y = v folgt dann: z = -u + 5v — 9. Somit haben wir die 3 Gleichungen:

) X = u ) x=0+4+1-u+0-v
) y= v resp. ) y=0+0-u+1-v
1) z=-9-u+5v 1)) z=-9—-u+5v

Daraus kann nun direkt eine Parametergleichung geschrieben werden.

Resultat:

0 1 0
Die Parametergleichung lautet: I = ( 0 ) +u- ( 0 ) +v: (1)
-9 -1 5

Aufgabe 7b:
Gegeben: Die Koordinatengleichung der Ebene: E: 2x—4y +3z-24=0

Gesucht: Eine Parametergleichung der Ebene
Wir verifizieren, dass die erhaltene Parametergleichung zu der aus der Aufgabe 1 passt.

Lésung:
Wie l6sen die Ebenengleichung nach z auf: z =-2/3x + 4/3y + 8.

In dieser Gleichung konnen zwei Variablen ,frei” gewahlt werden. Wir wahlen x = u und y = v. Durch das
Einsetzen von x = u und y = v folgt dann: z = -2/3u + 4/3v + 8. Somit haben wir die 3 Gleichungen:

) X = u ) x=0+1-u+0-v
) y= Vv resp. ) y=0+0-u+1l-v
1) z=8+-2/3u+4/3v 1)) z=8+-2/3u+4/3v

Daraus kann nun direkt eine Parametergleichung geschrieben werden:

0 1 0 0 3 0
r=(0|+u-{ O |J+v-[ 1 resp. t=(0]+u-{ 0 |+v-(3
8 —2/3 4/3 8 -2 4
3 -5 —28 2
Wir wissen (aus Aufgabe 1):ng = —6 | x| —4|=| 56 |=(-14)-| -4
—-10 -2 —42 3
3 0 6 2
far die Parametergleichung gilt: n,e, = 0 | X3 |=(-12|=3-| -4
-2 4 9 3

Da die Punkte (0/0/8) und (3/0/6) (aus Aufgabe 1) je die Gleichung 2x — 4y + 3z — 24 = 0 erfillen, haben
wir mit der Parameterdarstellung in Aufgabe 1 und derjenigen hier die gleiche Ebene E: 2x —4y + 3z - 24
= 0 beschrieben.

Resultat:

0 3 0
Die Parametergleichung lautet: ¥ = (O) +u- ( 0 ) +v- (3)
8 -2 4
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Aufgabe 8:

4 1
Gegeben: Die Parametergleichung t = (1) +t- ( 2 ) einer Geraden und ein Punkt P(-4/0/8), der aus-
2 -3
serhalb der Geraden liegt.
Gesucht: Eine Koordinatengleichung der Ebene, die die Gerade und den Punkt enthalt.

Lésung:
Es muss ein zweiter Richtungsvektor erzeugt werden.

4 1 4—(-4) 4 1 8
r=(1|+u-| 2 |+v [ 1-0 |J=[1)+u-{ 2 |+v-| 1
2 -3 2—8 2 -3 -6
Damit haben wir eine Parametergleichung der Ebene. Mit der 2. Losungsmethode der Aufgabe 5 erhal-

ten wir dann eine Koordinatengleichung der Ebene.

Resultat:
Eine Koordinatengleichung der Ebene E lautet: 3x + 6y + 52 -28 =0

Aufgabe 9:
Gegeben: Die Koordinatengleichung der Ebene E: 2x —4y +32-24 =0

Gesucht: Die Hesse’sche Normalenform der Ebenengleichung

Losung:
E:2x—4y +3z-24 =0 In die HN eingesetzt:

HN: Ax+By+Cz+D 2-x—4-y+3-z—24 2x—4y+3z—24
" VAZ+BZ + (2 V22 4+ (—4)2 + 32 V29

Resultat:

2X—4y+3z2—-24

Die Hesse’sche Normalenform der Ebene E 2x —4y + 3z —24 =0 ist: NeTS =0

Aufgabe 9b:
Gegeben: Die Koordinatengleichung der Ebene E: Ax + By +Cz+ D=0

Gesucht: Die allgemeine Hesse’sche Normalenform der Ebenengleichung

Ldsung:
Ax+By+Cz+D
HN: =0
VA? + B? + (2
Resultat:
. . , . .. Ax+By+Cz+D _
Die allgemeine Hesse’sche Normalenform der Ebene ist: oo 0
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Aufgabe 10:
Gegeben: Eine Koordinatengleichung der Ebene E: 2x — 4y + 3z — 24 = 0 und die Punkte P(-10/-2/12) und
Q(11/-2/3).
Gesucht: Liegen die Punkte in der Ebene? Wenn nicht, wie gross ist der Abstand zur Ebene?
Losung:
HN bilden:
2'x—4-y+3-z—-24 2x—4y+3z—-24
V22 + (—4)? + 32 V29

Der Punkt P(-10/-2/12) in HN eingesetzt:
2-(—10)—4-(—2)+3-12—24_—20+8+36—24_ 0
V29 V29 V29

Der Punkt P liegt somit in der Ebene.

Der Punkt Q(11/-2/3) in HN eingesetzt:
2-(—11)—4-(—2)+3-3—24_22+8+9—24_ 15
V29 V29 V29

Somit liegt Q nicht in der Ebene, der Abstand betragt 2,785 LE. Der Punkt P liegt auf der ,gleichen” Seite
wie der Normalenvektor.

= 2.785

Bemerkung: Ware das Resultat negativ, so wiirde der Punkt auf der anderen Seite als der Normalen-
vektor zeigt, liegen, der Abstand miisste dann mit dem Betrag versehen werden.

Resultat:
Der Punkt P liegt in der Ebene, der Punkt Q nicht, er hat einen Abstand von 2,785 LE.

Aufgabe 11:
Gegeben: Die Koordinatengleichung der Ebene E: x — 2z + 3 = 0 und der Punkt P(4/1/1)

Gesucht: Fusspunkt des Lotes

Lésung:
Das Lot liegt auf der Geraden, die mit der Parametergleichung ¥ = OP +t- ng beschrieben werden

4 1
kann,alsor=(1]+t-| 0
1 -2

Es ist nun der Schnittpunkt der Ebene mit der Geraden zu bestimmen. Die Geradengleichung fiihrt zu
den 3 Gleichungen:

) X=4+t

1) y=1

)y  z=1-2t

Dies kann in der Ebenengleichung x—2z + 3 =0 eingesetzt werden: 4 +t—-2(1-2t)+3=0
Die Gleichung zusammengefasst und auf t aufgelost ergibt: t = -1

4 1

t =-1in die Geradengleichung ' = (1) +(—1)- ( 0 ) eingesetzt ergibt den Punkt Q(3/1/3).
1 -2

Resultat:

Der Fusspunkt des Lotest ist Q(3/1/3).
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Aufgabe 11b:
Verifizieren Sie, dass der Fusspunkt wirklich in der Ebene liegt, und berechnen Sie die Lange des Lotes

auf 2 Arten.

Losung:
X—2'Z+3

HN:—mzo
a)

Der Punkt P(3/1/3) in HN eingesetzt: 32343 0

JiEror(22 V5
3—4
1-1
3-1

-1
0
2
Variante 2: (vgl. Aufgabe 10)

. . 42143 5 _
Der Punkt P(4/1/1) in HN eingesetzt: T V5

0

b)
Variante 1:

Linge des Vektors PQ = = =J(=1)2+0+22=+5

Aufgabe 12:

7 2
Gegeben: Die Gleichung der Ebene E: 2x —2y —z + 17 = 0 und die Gerade ¥ = (6) +t- (—1)
-2

3
Gesucht: Der Schnittpunkt der Ebene mit der Geraden

Lésung:
(vgl Aufgabe 11)

Die Geradengleichung flihrt zu den 3 Gleichungen: g
) x=7+2t
) y=6-t
)y  z=3-2t

Dies kann in der Ebenengleichung eingesetzt werden:
2(7+2t)-2(6-t)-(3-2t)+17=0

Die Gleichungen zusammengefasst: 8t + 16 = 0 und auf t aufgeldst: t = -2
t =-2 in die Geradengleichung eingesetzt ergibt den Punkt D(3/8/7).

Resultat:
Der Schnittpunkt lautet D(3/8/7).

= siehe auch Aufgabe 12b, nachste Seite
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Aufgabe 12b:

-1 1 1 7 2
Gegeben: Die Gl. der Ebener = 3 |+u-{—-1]|+v-| 2 |&Gerader=(6]+t-| -1
9 4 -2 3 -2

Gesucht: Der Schnittpunkt der Ebene mit der Geraden

Lésung:
(vgl Aufgabe 11)

Die Parametergleichung flhrt zu den 3 Gleichungen:
) l+u+v=7+2t
1) 3-u+2v=6-t
1) 9+4u—-2v=3-2t

Dies ist ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten. Dies kann gelost werden und im
Normallfall genau einen Punkt als Losung.

In diesem Fallu=1,v=3undt=-2. In die Ebenen- und Geradengleichung eingesetzt ergibt den Punkt
D(3/8/7).

Bemerkung:
Wir missen in diesem Fall keine Annahmen treffen. Sollte ein entarteter Fall auftreten, so manifestiert

sich das im Gleichungssystem sofort, das entweder nicht I6sbar ist, oder unendlich viele Lésungen lie-
fern.

Aufgabe 13:
Gegeben: Die Koordinatengleichung der Ebene E: 2x—3y—z+2=0und F: x—2y+2z+1=0

Gesucht: Die Schnittgerade der beiden Ebenen.

Lésungsmethode 1:
Annahme, beide Ebenen haben keine spezielle Lage (also nicht parallel
oder senkrecht zu einer der 3 Achsen). Somit kénnen wir fiir eine Variab-
le einen bestimmten Wert einsetzten, z.B. x = 1. Durch Einsetzten dieses
Wertes gibt es 2 neue Gleichungen.

) 2-3y-z+2=0 resp. -3y—-z+4=0

) 1-2y+2z+1=0 resp. 2y+2z+2=0

Dieses Gleichungssystem kann nun gelost werden (Additionsmethode),
und es folgt y = 1.25 und z = 0.25 und somit liegt der Punkt
P(1/1,25/0,25) auf der Schnittgeraden.

Wir wiederholen das Verfahren fiir z = 0, und wir erhalteny =0 und x = -
1 und somit liegt der Punkt Q(-1/0/0) auf der Schnittgeraden.

Wir haben nun 2 Punkte der Schnittgeraden und kbnnen einen Parame-
tergleichung der Geraden bestimmen z.B.

1 2 1 8
r= <1,25> +t- <1,25) resp.T = (1,25) +t- (5)
0,25 0,25 0,25 1
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Losungsmethode 2:
Annahme, beide Ebenen haben keine spezielle Lage (also nicht parallel oder senkrecht zu einer der 3
Achsen). Somit kdnnen wir fir eine Variable den Parameter t setzten und im neuen Gleichungssystem
die zwei anderen Variablen eliminieren z.B. z = t. Durch Einsetzten dieses Wertes gibt es 2 neue Glei-
chungen:

) X=2y+2t+1=0

) 2x—3y—-t+2=0

Mit der Additionsmethode kann man auf x und y auflésen. Wir erhalten x = 8t + 1 resp. y = 5t und somit
ein neues Gleichungssystem:

) x=-1+8t

) y=0+5t

(1) z=t

-1 8
Daraus kann direkt eine Parametergleichung der Geraden extrahiert werden: ¥ = ( 0 > +t- (5)
0 1

Schlussbemerkung:

Die aus den zwei Losungsvarianten erhaltenen Geraden sind wegen dem Richtungsvektor sicher parallel.
Um sicher zu sein, ob es auch wirklich die identischen Geraden sind, muss der eine Ortsvektor mit der
anderen Parametergleichung erhalten werden kénnen.

1 -1 8
In diesem Fall ist das so, denn z.B. <1,25> = ( 0 > +t- (5) mit t =0,25.

0,25 0 1

Aufgabe 14:
Gegeben: Die Parametergleichung der Ebenen

4 1 -8 -1 1 1
?=(1>+r-< 2 >+t-< 1 )und?=<3 >+r-<—1>+t-< 2)
2 -3 -6 9 4 -2
Gesucht: Die Schnittgerade der beiden Ebenen

Losung:
Die Parametergleichungen kann man in die Gleichungssysteme umformen.

Die Parametergleichungen fiihren zu den 3 Gleichungen:
) l+u+v=4+r-8t
) 3—u+2v=1+2r+t
1) 9+4u—-v=2-3r-6t

Dieses Gleichungssystem ist unterbestimmt (3 Gleichungen und 4 Unbekannte). Somit ist im Normalfall
die Losungsmenge ein 1-dim. Raum, oder eben eine Gerade. Man kann nun die 3 Variablen u, v, und r je
als Funktion von t schreiben. Danach muss man diese erhaltenen ,Losungen”in I) — ) einsetzten.

Das ergibt dann die Komponenten der Parameterdarstellung der Geraden.
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6. Anderungen
6.1. Anderungen der Version 2011-06-25 zur Version 2011-11-11

S. 41 Die aussere Klammer bei der allg. Sinusfunktion wurde am falschen Ort geschlossen.
S. 49 Fehler in der Formel sin(alpha) — sin(Beta), und zwar ist im sinus drin auch ein ,,-“ und nicht ein ,+“

S. 51 In den Reduktionsformeln konsequent mit x gearbeitet. In der Tabelle Punkt 1 bereinigt. Im Mus-
terbeispiel 1 kleinere Fehler resp. Ungenauigkeiten behoben. In Beispiel 2 ,,+/- Wurzel(0,1444).
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